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En este texto se desarrollan los conceptos fundamentales del Cálculo 
Diferencial y sus aplicaciones. La obra ofrece abundante material práctico, 
mediante ejemplos y problemas resueltos y propuestos, y está dirigida a 
los estudiantes de Ciencias, Ingeniería y Economía. 

En la presente edición, además de corregir algunos errores y reescribir 
varias partes del texto original, he agregado un capítulo al comienzo para 
tratar las sucesiones y series de números y otro capítulo, al final, para las 
aplicaciones del axioma del supremo. 

Los estudiantes e instructores interesados directamente en las 
aplicaciones del Cálculo Diferencial pueden omitir el último capítulo que 
tiene un carácter eminentemente teórico y su propósito es mostrar la 
deducción de  los teoremas mas importantes sobre los números reales 
partiendo de  una presentación axiomática de  los mismos. 

El texto comprende temas sobre sucesiones y series, conceptos d e  
geometqa analítica del plano (las curvas: circulo, parábola, elipse e 
hipérbola, y la ecuación de segundo grado) necesarios en las 
aplicaciones posteriores, conceptos sobre límites, continuidad y 
derivación, y su uso en el estudio de las funciones. 
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Como es usual, R designa el conjunto de números reales y R ~ ,  a1 p l a ~  ~njunto de 
pares ordenados (x, y), en donde x e y  son números reales. 

0.1 VALOR ABSOLUTO 

O. 1.1 DEFINICION. Si x es un número real se define: 

x s i r 2 0  
1x1 = valor absoluto de x = 

-x s ix<O 

Ejemplos: 

a) 101 = 0 

0.1.2 PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO 

12) (xl=O, siysólo si x = O  

(4) Ix Y J  1x1 IYI 

(7) Ixl<a, s iysólosi  - a c x < a .  



0.2 ALGUNAS FORMULAS TRIGONOMETRICAS 

sen (x + y) = sen x . cos y + cos x . sen y 

cos (x + y) = cos x . cos y - sen x . sen y 

tg x + tg Y 
t g ( x + y )  = 

1- t g x  t g y  

X 1- cosx 
sen - = k \iF x 1 + cosx 

COS- = t /? 
2 2 

0.3 FORMULAS DE GEOMETRIA ANALlTlCA DEL PLANO 

0.3.1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. PUNTO MEDIO. Si P, = (x,, y,) y P2 = (x2,y2) 
son dos puntos del plano, se define 

2 2 
d(P,, P2) = distancia entre Pl y P2 = x, -x2 )  +(y,  - y 2 )  

P = punto medio de P, y P2 = ( a ,  b), 

0.3.2 PENDIENTE DE UN SEGMENTO. Si P, = (x,, y,) y P2 = (x2, Y ~ )  son dos puntos 

distintos, se define 
Y1 - Y2 m =pendiente del segmento P,P2 = - 
X1 - x2 

0.3.3 ECUACJON DE LA RECTA. Una recta en el pla- 
no es el conjunto de todos los puntos P = ( x ,  y) 

tales que 
AX+By+C=O 

donde A, B y C son constantes, A x B  ;e O .  
Si P, = (x,, y,) y P2 = (xm y2) son dos puntos 
distintos, entonces la ecuación de la recta L b 

que pasa por Pl y P2 es m@ X 

Y2 - Y1 y la pendiente m de la recta es m = - 
X2 - X1 

La recta L es orientada en el sentido positivo de acuerdo a su pendiente m. 
(Ver figura) 
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0.3.4 ANGULO ENTRE DOS RECTAS. 

El ángulo 8 entre dos rectas L, y L,, es el ángulo determinado por la dirección 
positiva de L, y la dirección positiva de &. y que cumple O 5 0 S K . 

m, -;m, 
El ángulo 8 es dado por tg0  = y 0 < 0 < s r  

1+mlm2 

Las rectas son perpendiculares si m,% = -1 y paralelas si ml = %. 

0.3.5 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. La distancia de un punto Pl = (x,, y,) a 
la recta L: Ax + By + C = O se define mediante la fórmula 

0.4 FUNCIONES DE VARIABLE REAL A VALORES REALES 

Una función y = f(x) de variable real x con valores reales y, es una correspondencia 
que asigna a cada valor de x exactamente un valor de y. 

En el presente texto todas las funciones consideradas son definidas en números reales 
x y sus valores también son números reales. De esta manera, queda entendido que el 
término función será empleado solamente en este sentido. 

Si y = f ( x ) ,  entonces y se llama la variable dependiente de la función y x, la variable 
independiente. 

0.5 INTERVALOS 

Si a y b son dos números tales que a < b,  se definen los siguientes intervalos: 

1) Intervalo Abierto (u, b). (a, 6 )  consiste de todos los números reales x tales que 

2) Intervalo Cerrado [a, b]. [a,b] consiste de todos los números reales x tales que 



3) lntervdo Semiabierto por la Izquierda (a, b].  (a, b] consiste de todos los números 
reales x tales que a < x 5 b .  

4) lntervalo Semiabierto poc la Derecha [a, b). [a, b)  consiste de todos los números 
reales x tales que a 5 x < b 

También se definen los siguientes intervalos: 

5) Intervalo (a, + m): Consiste de todos los números reales x tales que a < x .  

6 )  lntervalo [u, + m): Consiste de todos los números reales x tales que a S x . 

[a, + m) 

7) Intervalo (-m, a): Consiste de todos los números reales x tales que x < a. 

8) lntervalo (-m, a ] :  Consiste de todos los números reales x tales que x 5 a. 

9) lntervalo (-m, + 00) : Consiste de todos los números reales. 
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0.6 VECTORES EN EL PIANO 

Sean P, = (x,, y,) y P2 = (x2, y2) dos puntos del plano, y r un número real. Se define 
la adici6n de puntos 

P,+P2 =(a,b) donde a = x l + x 2  y b = y l + y 2  

y el producto del escalar r por el punto Pl como rP, = (rx,, rx2) 

Ejemplos: 

a) (3,2)+(-l,5)=(2,7) b) -7. (4, - 1) = (-28,7) c )  r(0, O) = (O. 0) 

Cuando se consideran tales operaciones de adición y multiplicación, los puntos del pla- 
no reciben el nombre de vectores, y se les designa con una flecha en la parte superior. 

REPRESENTACION GRAFICA DE UN VECTOR. 

Sea P = P = (x, y) un vector y elijamos un punto Po = (xo, y,). 
+ 

Entonces el vector P se representa gráficamente como el segmento dirigido &P,, don- 
de 

P 1 = P + &  = ( x + ~ , y + y o )  

La longitud de un vector P = (x, y) es la distancia de P al vector O = (0,O): 

14 = longitud de P = d(P, O) = Jx2 + 

En particular, 

~(P~.P,)=IP~-P,I= J(x1.-x2)2 +(yl-y2)2 

Si 1 P( = 1 se dice que P es un vector unitario. 



Si P = ( a ,  b)  se define P 1 ,  el vector perpendicular a P obtenido rotando P un ángulo rec- 
to en el sentido antihorario, mediante 

P' = (-b, a)  

Ejemplo 

0.7 SUCESIONES DE NUMEROS REALES 

Una sucesión (a,) es una colección de números a , ,  a 2 ,  ... , a, ,  ... Gispuestos según un 

orden indicado por los subíndices 1, 2, ..., n ... 

Se llama término n-ésimo de la sucesión al número a,  . 
También se consideran sucesiones cuyos subíndices empiezan en O, o en otro entero no. 

EJEMPLOS 

1 1 1  1 - 1 
1) 3,g,27,81,--- cuyo n-ésimo término es a, = - n = 1, 2 ,  3 ... ' 3" ' "' 3" ' 

2) ( )  , n = 1 2, . , esto es los terminos son 2, 312, 413, 514, ... 

3) La sucesión (a,) dada por la regla a, = Jn2 + n - n , 

paralacual a , = & - ] . ,  a , = & - 2 ,  a 3 = J 1 S - 3  ,... 

5 16 
entonces e o = 1 , e , = 2 , e 2 = - = 2 . 5 ,  e ,=-=2.666 ..., 

2 6 
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5 )  La sucesión (b , ) ,  n = 1,2, ... , se define (por inducción) mediante las reglas 

b ,=JS  y 4+i =,/m 
 si, sus términos son JS, JZ, ... , Jx 

6) Si a  es un número real, se tiene la sucesión ( a a )  , 

CUYOS términos son 1 = la, 2", 3 a ,  ... 

1 SUCESIONES ACOTADAS 
Se dice que la sucesión (a,)  es acotada si existe un número positivo K tal que 

la,l< K , para todo n. 

De esta definición se sigue que la sucesión (a,) no es acotada si y sólo si para t ~ d o  
número K > O y todo entero n se cumple 

la , l>K,  enalgún m > n  

esto es, no importa cuan grandes sean dados K y n, siempre hay un término a, (en 
efecto, hay un número infinito!), con m > n, cuyo valor absoluto es mayor que K. 

EJEMPLOS 

Las sucesiones 1) y 2) de los ejemplos anteriores son acotadas. En efecto se tiene 

Más adelante se verá que también son acotadas las sucesiones 2)-6) . 

Veamos que (na)  es acotada si a S O y no es acotada si a > O .  

Si a < O entonces na = I/n-' = I /np , con p > O, y puesto que nP > 1  entonces 
1 1 n" 1 = - < 1 , para todo n z 1  ; luego (n4)  es acotada. 

nP 

Si a > O , dados K > O y n elegimos m = mayor de los números n y ( K  + I ) ' ~ ;  

luego m > n  y m > ( ~ + l ) " ,  dedonde m a > K + l > K ,  y I m a l > ~ ;  por lo tanto  

(n") no es acotada si a > 0. 



0.7.1 SUCESIONES CONVERGENTES 

Si (a,) es una sucesión y L es un número real, escribimos 

L = lim a, 
n+ao 

si para todo E > O existe un entero positivo N ,  que depende de E , tal que si n 2 N 
entonces 1 L - a, 1 < t: . 

Esta propiedad significa que todos los valores a,, , a partir de un subíndice N, se ha- 
llan próximos a L a una distancia menor que E . Esto es, a, se acerca arbitraria- 
mente a L, a medida que n crece. 

En este caso decimos que (a,)  es convergente y que L es su límite. De otra manera 
se dice que la sucesión es divergente. 

EJEMPLO 1. Probar que la sucesión (Vn) es convergente y su límite es O. 

SOLUCION. En efecto, dado r > O sea N un entero positivo mayor que V c  . 
Entonces, para todo n L N se tiene 

1 
lo que prueba que lim - = 0 . 

n+co n 

EJEMPLO 2. Probar que la sucesión ((-1)") es divergente. 

SOLUCION. Puesto que los valores del término n-ésimo al, = (-1)" son alternada- 

mente 1 y -1, según n sea par o impar, a,, no se aproxima a ningún número L 
cuando n crece indefinidamente y por lo tanto es de esperar que la sucesión no sea 
convergente, lo que formalmente, recumendo a la definición de límite, procedemos a 
probar. Por el absurdo, supongamos que exista L = lim a, ; entonces para E = 1, 

existe N tal que n > N implica ( L - (-1)'l < 1. 

Esto es, IL-11 < 1 ,  si n espar, o O c L < 2  

Y IL+11 < 1 ,  si n esimpar, o - 2 < L < O  

de donde resulta la contradicción O < L -c O.  

Luego es falso que exista L = lim a, y la sucesión es en erqcto divergente. 
n+Q) 
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Nota. 

1. De la definición de límite se sigue que L es el límite de (a,,) , n = 1, 2, ... , si y 

sólo si, para algún N,, L es el límite de' la sucesión (a,), n = N,, N,  + 1, ... , con 
subíndices a partir de N, ; así para determinar si la sucesión es convergente se 
puede omitir cualquier colección finita de términos de la sucesión. 

2. Notemos que son equivalentes las desigualdades siguientes: 

(i) la, -LI < E , la distancia entre a, y L es menor que E 

1 (ii) L - E  < a, < L + E  , a,, se encuentra entm L - c y L + E 

(iii) a, - E < L < a, + E , L se encuentra entre a, - s y a, + E 

3. Si L = lim a, con A y B números reales tales que A < L < B,  entonces existe 
n+a> 

un entero N tal que A < a, < B , para todo n 2 N . 
En efecto, si tomamos 

&=menorde B - L  y L - A ,  

de modo que E > O ,  A I L - E y L + E S B , existe N tal que se cumple (ii) de 
2) yporlotanto A < L - E  < a, < L + E  I B ,  si n 2 N .  

4. Toda sucesión convergente (a,) es acotada. 

En efecto, sea L = lim a, y elijamos E = 1; entonces existe N tal que n > N 
n - m  

implica la , -LI<l ,  la,l = la,-L+L( S l a , - ~ l + l q  S l+lq. 
Y por lo tanto la.1 < K = mayor de los números la4 , ... , la,-,l , 1Ll+ 1 para 
todo n 2 l. 

6. Toda sucesión no acotada es divergente. 

En efecto, si la sucesión fuese convergente, por 3, sería acotada. 

0.7.2 PROPIEDADES BASICAS 

1) Límite de una sucesión constante 
Si a, = e, para todo n, entonces lim a, = c , esto es, lim c = c . 

n+ao n+n 

2) lim a, = L siysólosi lim I ~ , - L ~ = O .  
,+a> ,+a> 



3) si 1 a ,  - L I  < b, , para todo n > N, algún N, y lirn b, = O entonces 
n+m 

L =  lirn a, .  
n+m 

En las siguientes propiedades se asume que las sucesiones ( a , )  y (b,)  son conver- 

gentes y que sus límites son A y B, respectivamente. 

4) lirn ( a , + b , )  = A + B  
n+m 

5 )  lirn ( -an)  = - A  
n+m 

6) lirn ( a , . b , )  = A . B  
n+m 

A 7 )  lim - = - , si BstO 
, + = Q b n  B 

8) Si a ,  < b, , para todo n 2 N , entonces A 5 B  

9) Si a ,  <en < b, , para todo n, y A = B ,  entonces lirn c, = A  
n+m 

10) Si A > O y r es un número cualquiera, entonces lirn a: = A' 
n+m 

Nota. Las pruebas de las propiedades 1)-9) se desarrollan en la sección 0.7.4 . 

0.7.3 ALGUNAS SUCESIONES ESPECIALES 

b 
Equivalentemente, lirn n = O , si b  < O .  

n-+m 

2. lim ( n  + c) = 1  , para todo número c  
n+m 

3. lim (a)'" = 1 si a > O 
n+oo 

1 
4. Si I x l < l ,  entonces lirn x n  = O  y lirn 

n+m n+m 
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x n  
5. lim - = O , para todo número real x.  

n4a: n! 

na 
6. Si a  y b son números reales, b > 1, entonces lim - = O 

n+w bn 

0.7.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Probar que lirn c  = c  . 
n+m 

SOLUCION. Sea a ,  = c , n = 1 ,2 ,  ... , y sea E > O .  Tomando N = 1 se cumple n 2  N  
implica la,  - c l  = j c - c l  = O < E, yborlotanto lirn c  = c .  

n+oo 

PROBLEMA 2. Demostrar que lirn a ,  = L si y sólo si lirn 1 a,  - L 1 = 0 . 
n+m n+co 

SOLUCION. Observemos que se cumple 1 a, - L 1 = 1 1 a ,  - L 1 - O 1 ; luego para 

c > O son equivalentes 

existe un N  tal que 1 a,  - L 1 < E , para todo n > N  

Y existe un N tal que 1 1 a,  - L 1 - O 1 < E , para todo n > N ,  

y esto demuestra el resultado. 

PROBLEMA 3. Si 1 a, - L 1 S b, , para todo n > N ,  , algún N ,  , y lim b, = 0 
n+oo 

probar que L = lirn a,  
n+oo 

SOLUCION. Sea E > O .  Puesto que lirn b, = O , existe N, tal que n 2 N implica 
n+w 

bn = lb, -01 < E . 

Sea entonces N, un entero mayor que N ,  y N. Para n r N, se tiene 

la,, - L I  < b (pues n > N,) 

< E (pues n > N )  

y esto prueba que L = lirn a, . 
n+ao 



PROBL A 4. Si A  = lirn a, y B = lirn b, , probar que 
,+m ,+a, 

lirn (a,  +b , )  = A + B  
,+a, 

E SOLUCION. Sea E > O .  Por definición de límite, para - > O existen enteros N, y 
2 

Nz tales que 

E 
n>N, implica l a , - A ( < -  

2 

E n2N2 implica lbn - B I  < - 
2 

luego si n 2 N, en donde N es el mayor de los números N, y N,, se cumplen las 
dos desigualdades a la vez y por lo tanto 

de donde se concluye que lirn (a, + b, ) = A + B 
,+a, 

PROBLEMA 5. Probar que lirn (-a,) = - lirn a, , si alguno de los límites existe. 
,+a, ,-+a> 

SOLUCION. La demostración de este resultado es una consecuencia de 

I a , - ~ l  = 1-a, +AI = l ( - a , ) - ~ I  , con B = - A ,  

y de la definición de límite. 

Omitimos los detalles. 

PROBLEMA 6. Si A = lirn a, y B = lirn b, , probar que 
n+m n+a, 

lirn a,.b, = A . B  
n-a, 
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SOLUCION. 

Sea dado E > O .  Debemos encontrar N  tal que n t N  implica 1 a ,  b, - AB 1 e E . 

Notemos que para cualquier n se cumple 

a.6, -AB = (a,  - A ) ( b ,  - B )  + A(b, - B )  + (a,  - A ) B  

de donde 

la,b, - A B ~  S la, -Al lb ,  - B I  + I ~ l l b ,  - B (  + la, - A I ~ B ~  (*) 

Dado E > O ,  sea c0 = mínimo de 1 y &/(1+ IAI + I B I )  , de modo que 0 e c0 < 1 , 
2 

cO S cO y también co (1 +~AI + I B I )  < E . 

Para E, , por definición de límite, existe un entero N tal que n > N  implica las dos 
desigualdades 1 a ,  - A 1 c E ,  y 1 b, - B 1 < E ,  (N puede ser tomado como el ma- 
yor de dos subíndices N ,  y N 2  a partir de los cuales los términos de cada sucesión 
distan de sus límites menos de c0 ) . 

Entonces para n 2 N el lado derecho de (*) es menor que 

yporlotanto la,b, -ABI < E 

de donde se sigue que AB = lim a ,  b, . 
n+m 

1 1  
PROBLEMA 7. Si lim b,, = B y B  + O ,  probar que lim - = - 

n+oo nj4>b, ,  B  

I I IBl  > O existe N, tal que n >N, implica 1 b, - B 1 c -, SOLUCION. Para E = - 
2 2 

y por lo tanto 



IBI de donde - < lb,, 1 , en particular bn t O y la sucesión ) queda definida para 
2 

n L N, . Además, para tales n se tiene 

Entonces dado s > O podemos encontrar N tal que n 2 N implica 

y, si tomamos N 2 N, , también se cumple (*) para n y por lo tanto 

1 1 
lo que significa - = lim - . 

B bn 

Nota. Este resultado junto con el problema anterior implican la propiedad sobre el 
límite de sucesiones cocientes 

PROBLEMA 8. Si A = lim a, , B = lim b, y a, I b, , para n 2 M ,  algún M , en- 
n+m n+m 

tonces A 5 B . 

SOLUCION. Sea en = a, - b, . Entonces en S O y C = lim c, = A - B y ser8 
n+m 

suficiente demostrar que C 5 O . 
Por el absurdo, supongamos que se cumple C > O; entonces para el valor particular 

C 
E = -  

C 
existe N talque I c - ~ , ~ < E  si n L N ,  dedonde - = C-E  < ca y c n > O ,  

2 2 
lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto, es cierto que C 5 O o A S B .  
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PROBLEMA 9. Si L = lirn a, = lirn bn y a, 5 c,, < 6 ,  , para todo n, entonces 
n-a) n+a, 

L = lim c, . 
n+aj 

SOLUCION. Sea E > O y hallemos N tal que si n 2 N entonces se cumplen las dos 
desigualdades 1 a, - L 1 < E y 1 bn - L 1 < c ; en particular L < un + E , bn - E < L 
y usando a, S c, S bn 

e n - E  < b,-c < L < a , + &  S C , + E  

esto es, c, - E  < L < cn + E  O -LI < E 

Así, queda demostrado que L = lirn cn 
lI+'x) 

1 
PROBLEMA 1 O. Probar que lirn = O , si a > 0 .  

n+m n 

SOLUCION. En efecto, dado e > O ,  sea N un entero mayor que (:lo ; luego, si 

n 2 N se tiene 

1 
Por lo tanto, lirn - = 0 . 

n+m na 

PROBLEMA 1 1. Si lim b,, = O, y b, * O, probar que [ es divergente. 
n+a> 

1 
SOLUCION. Por el absurdo, supongamos que existe L = lim - . 

n+co b 
n 

Entonces de 1 = b,, [ - 1 se sigue 

1 
1 =  lirn b,-lim - = OxL = O 

n+m n+w b 
n 

lo cual es una contradicción. 



PROBLEMA 12. Demostrar que lirn ( n  + c)'" = 1  para todo c. 
n+a0 

SOLUCION. 

Elnúmero a, = ( n + ~ ) ' ~  sedefineparatodo n >  1-c , o n + c >  l. 

Entonces a, > 1, pues a: = n + c  2 1 ,  y a, = l + r n ,  con rn 20. 

Probaremos que se cumple lirn r, = 0 . 
n-a0 

De a: = n + c  sesigue (l+r,) ,  = n + c  

n(n-1)  2 2 2 ( l + c / n )  4 luego r , I n + c ,  r n I  S- 
2  n - 1  ( n  - 1) 

C 2 
paratodo n > c ,  o -<1,  y O < rn 

n  ( n  - qY2 
de donde lirn r, = O por los problemas 9 y 10. 

n+m 

Finalmente, lirn a, = lirn ( l + r n )  = 1 + 0  = 1  
n+m 

PROBLEMA 13. Si 1x1 < 1, entonces lirn xn = 0 . 
n+m 

SOLUCION. Si x  = O se cumple 1 xn - 0 1 = O < E y por lo tanto es cierta la pro- 

piedad. 

1  1 
Supongamosque x>O.Luegosetiene i > x > O ,  ->1 y - = l + r ,  con r>O.De  

( 1  + r)" = 1  + n  r  + otros sumandos > O 

1  1  
se sigue - = (1+ r)" t nr , y por lo tanto O < X" < - de donde lirn xn = O 

xn nr n+a 

1  
pues lirn O = lirn - = 0  . 

n+a0 nr 
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Si x < O entonces 1x1 > 0 , -Ixln 5 x n  S lxln y tambibn se concluye que lirn x n  = O 
n+ao 

pues lim 1x1" = 0 ,  por el caso anterior. 
n+w 

1 
PROBLEMA 14. Si 1x1 < 1 entonces - - - lim l + x +  ...+ x n .  

(1-x) n j m  

SOLUCION. En efecto, se tiene 

de donde 

1 n+l 
X 

lirn l + x +  ...+ x n  = lirn - - 1 - -  lirn - - 
n+ao n- tm (l.-%) n-+a 1 -x  1 - x  

pues lirn xntl = O ,  por el problema anterior. 
n+ao 

x n  
PROBLEMA 15. Probar que lirn - = O , para cada número real x . 

n+oo n! 

SOLUCION. Sea m un entero positivo mayor que 21x1 . 

1 I X I  < - y Entonces para todo n > m se cumple n > 21x1 , - 
n 2 

1x1" 1x1" 1x1 1x1 - 1x1" = =  . . . .  < . - . . . - =  
- O  n m! ;m+,, n m! 2 

P 
n-m factores 

1x1" con A =- . 

n -m 

Y de lim [t) x n  
= O se sigue entonces lirn - = 0 . 

n+m n-ao n! 



na PROBLEMA 16. Si a y b  son números reales, b  > 1, demostrar que lim - = 0 . 
n+a: bn 

SOLUCION. Podemos escribir b  = 1 + p , con p > O . Sea N un entero positivo tal 
que N > a .  

n n 
Si n 2 2 N  secumple n - N z - ,  n - N + l > -  y 

2 2 

luego 

Z N ~ !  
en donde K =- 

pN 

n - 
Usando la desigualdad (1) y los problemas 3 y 10 resulta lim - = O . 

n+ao bn 

0.8 CRITERIOS DE CONVERGENCIA 

1) CRITERIO DE CAUCHY 

(a , )  es convergente si y sólo si satisface el criterio de Cauchy: Para todo E > O, 

existe un entero N, que depende de E ,  tal que m y n  2 N implican 
) a , - a , I < ~ .  

2) SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS 

Si (a , )  es una sucesión tal que a,  S a,,, S C  , para todo n, y un número 

determinado C , entonces (a , )  es convergente y a,  5 lim a, < C ,  para todo k. 
n-+- 

De igual modo, si a,  > a,,, 2 B , para todo n, entonces a* 2 lim a,  2 B , 
n+ao 

para todo k. 
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EJEMPLOS. 

1) La función exponencial exp ( x )  

Usando el criterio de Cauchy se demuestra que para todo número x la sucesión 
( S n  ( x  )) , dada por 

converge a un número real que se designa por exp ( x ) .  

En este caso se escribe la expresión simbólica infinita. 

para indicar que las sumas dadas por S, (x) convergen a exp ( x )  . 
También se dice que exp ( x )  es la suma de la serie infinita del segundo miembro. 

Se define el número e por 

ALGUNAS PROPIEDADES 

1) Si x 2 O entonces exp ( x )  t S ,  ( x )  , para todo n . 

2) Si N > 2 1x1 entonces 

2 1 x 1 ~ ~ ~  
para todo n 2 N en donde R = - 

2) Usando el criterio de las sucesiones acotadas se prueba que lim (1 + ~ ) 1  = e . 

En general, se cumple lim = exp ( x )  , para todo número real x. 
n+au 



0.8.1 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Hallar los siguientes límites (si existen): 

n z + 2 n + 1  n 
1) lim 2) lim - 

n - t a  n3 -1 n+oo 2n 

5 )  lim (n" - 1)' 
n+m 

SOLUCION. 

1) Tenemos 
1 1 1  1 1 1 

n2 + n + 1  -+7+3 l i m - + l i m T + l i m T  
lim = l i m n  n n = 

n+m n n+m n n+m n O = - = o  
n+m n3 -1 n+m 1 1-- 

1 
lirn 1 + lirn - 1 

3 n n+m n-tm n3 

1 
pues lim a = O ,  si a>O.  

n + n  n 

n 
2) lirn - = 0 , por la propiedad 6 )  de 0.7.3, con a = 1 y b = 2. 

n-eao 2" 

S) Sea a, =Jn2+n-n . Entonces 

(J"i- + n) 
a, = a, x (racionalizando) 

(J"1" + n)  

1 
de donde lim a, = 1, pues lim = 1 , por 10) 0.7.3 y lim - = 0 . 

n-tw n+w n+m n 

4) Tenemos 

y por lo tanto lim J Z T  - Jñ = O . 
n+m 
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5)  Sean b, = nY" - 1 y a ,  = b: . Debemos hallar lirn a,  . 
,+m 

Se tiene O < b, y lirn b, = 1 - 1 = O. Luego existe N tal que b, < Y2 para 
n+m 

todo n > N ,  yporlotanto,si n > N  

O < a,  = b," < b, , pues b, < 1 

y haciendo n + se obtiene lim a,  = 0 . 
n+m 

PROBLEMA 2. Si b, = f i ,  b,,, = 

1) probar que la sucesión es convergente 

y 2) hallar lirn bn 
n+a> 

1) Por inducción sobre n se prueba que 1 < bn < 2 . En efecto, si n = 1, b, = fi  
2 ciertamente cumple la desigualdad; y si 1 < b, < 2 entonces b,+, = 2 + b, satis- 

2 face 3 c bn+, c 4 , de donde también 1 < b,+, < 2 . 
Además, se cumple b, bn+, , pues 

(&-+)'< ($)2, dedonde b:-b, < 2 ,  

En resumen, se tiene que 1 S b, ~ - b , + ,  5 2 y por lo tanto, por el criterio de las su- 
cesiones monótonas acotadas, 2) de 0.8, existe L = lirn b, y también 1 < L s; 2 . 

n+m 

2) Calculamos el valor de L,. 

Tenemos 2 lirn be+, = 2 + lirn bn 
n+m A+= 

usando la propiedad 10) de 0.7.2 en el primer miembro, de donde resulta la 
ecuación de segundo grado L~ - L - 2 = O que resuelta da las raíces L = -1,2. 

Luego, L = 2 es el límite de la sucesión. 



PROBLEMA 3. Usando el criterio de las sucesiones monótonas acotadas, probar que 
existe e  = lim e, , en donde 

n-+w 

yque 2 1 e < 3 .  

SOLUCION. Si n 2 3 se tiene 

1 - %"-l 
usando 1 + x + ... + xne2 = - , con z = 1) 

1-x 2  

de donde S, < 3  , si n 2 3 .  

Además, es claro que e, < e,,, y por lo tanto, por 2) de 0.8, existe el número 
e  = lim e, ycumple 2 = e 2 S e S 3 .  

A+'= 

1+2+ ...+ n 
PROBLEMA 4. Hallar L = lim 2 

n+m n 

n(n + 1) 
SOLUCION. Usando 1 + 2  + ... + n = ----- resulta 

2 
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z2 + d 2  + ... + (2n)2 
PROBLEMA 5. Hallar L = lim 

n+w 
3 n  

SOLUCION. 

n  ( n  + l ) (2n  + 1) 4 n ( n  + 1)(2n + 1) 4  
~e 1 ~ + 2 ~ + . . . + n ~  = se sigue L = lim = - .  

6 R+W 6 n3 3 

Y3 
44 

( n 5 - O )  - [ 1 6 n l 2 + 7 n 5 - ' )  

PROBLEMA 6. Hallar L = lim n 
n-+m n3 -4n2 + 1  

SOLUCION. 

+ -  
7 n  n  n  n  L = lim 

n+a) - 4  1  

PROBLEMA 7. Si o > O ,  demostrar que (na) es divergente. 

1  
SOLUCION. Sabemos que lim - = O ; luego por el problema 11 de 0.7.4 la 

n-wo na 

sucesi6n (na) es divergente. 

PROBLEMA 8. Dados los números A, ,... ,A,, B,, ... , B,, A, y B, distintos de cero, 

se define la sucesi6n ( x ,  ) por 

Probar que 



1) lirn x , = O  s i p < q  
n+m 

2) lim x ,  = - , si p = q  
n-bw 

BP 

y 3) la sucesión es divergente si p > q 

SOLUCION. Extrayendo los factores n P  y nq del numerador y denominador de x ,  , 
respectivamente, se obtiene 

n P  
X n  = - . y ,  

nq 
en donde 

1 
Puesto que lim - = O  , si a > O, se tiene Y = lim y ,  = - + O , y la conver- 

n+m na n+m B, 

gencia de ( x ,  ) depende entonces de la convergencia de la sucesión [S] 
1 

1) Si p < q se tiene xn = - - y n  , con a = q - p > 0 , y por lo tanto 
n  

lirn xn = O x Y  = O .  
n+m 

2) Si p = q  , x ,  = y n  y lirn xn = Y  = - .  
n+m B, 

3) Si p > q , debemos probar que ( x , )  es divergente. 

Escribamos a = p - q > 0 ,  de modo que xn = nayn  , n a  = 5 . 
Yn 

Ahora bien, si ( x , )  fuese convergente, la sucesión ( n a )  también seria 

convergente, en contradicción con el problema 7. 

En consecuencia, la sucesión ( x ,  ) es divergente si p > q . 
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PROBLEMA 9. 

1) Usando el criterio de Cauchy, probar que para todo a existe el número 
2 a a an 

exp(a) = lim sn = 1 + - +- + ... + - 
n+m l! 2! n !  

2) Demostrar que si a > O  entonces exp(a) 2 S, , para todo n.  

S) Probar que si N > 2 la1 entonces S, - R < exp (a) < S, + R , para todo n 2 N, 

)alN en donde R, = - . 
(N + l)! 

SOLUCION. Si m > n ,  p = m - n  y r = - lal , se cumple la desigualdad 
n + 2  

En efecto, 

n+ 1 a 
~ s m - s n ~  = 1- + ... + - 

( n  + l)! 

(notar que - la' S r , i = 2, ..., p) 
n + i  

)01"+~ 
S - [i+ r + ... +rp- '1  = 

( n  + l ) !  

y queda establecida ( a ) . 
1 l a  cumple O S r S - y la desigualdad (1) implica: Si n  > 2 la1 , entonces r = - 

(n + 2 )  2 

2 laln+' 
1s.. -sn 1 S - , si m > n  

(n + l ) !  



1 rP - 1 
ya que - - - < - 1 

S - = 2 para todo m > n . 
1-r 1-r 1-r i / 2  

lar' E 1) Sea dado E > O .  De lim - = O para - existe N tal que 

IaI' < 5 n 2 N implica - 

Además, podemos elegir N tal que N > 2 la1 y por lo tanto si n > N también 

n r 2 la1 y podemos aplicar (P ) . 

Finalmente, si m, n 2 N se cumple 1 S, - S, 1 < E . En efecto, podemos supo- 
ner que m > n y usando ( P ) y ( y ) obtenemos 

2 laln+' E 
I s m  - S I  1 - < 2 ~ -  = E 

(n + l)! 2 

En conclusión, la sucesión ( S , )  satisface el criterio de Cauchy y por lo tanto 

existe exp (a) = lim S, . 
n-+w 

a 
2) Puesto que a 2 0 se tiene - 2 O , luego sn < S,,, ; además (S, ) es una 

(n + l)! 
sucesión acotada por ser convergente. Luego, por el criterio de las sucesiones 
acotadas su límite exp (a )  cumple exp (a) 2 S, , para todo n. 

3) Si N > 2 la1 , es vhlida la desigualdad (P ) para m > n 2 N 

2 (aln+' 2 loln+l 
1.9, -snl < - S R = -  O S, -R < S , ,  5 s n + R  

(n + l)! (N + l)! 

y haciendo m -t 00 (n permanece fijo), resulta S, - R S exp (a )  í S, + R . 

PROBLEMA 10. Probar que 1im (1 + 'y = e , en donde e = exp (1) . 
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1  1  
SOLUCION. Sean a, = ( i + f n r  , S, = 1 + - + ... + - , e = lim S, 

l !  n !  n-ao 

Entonces 
n  1  n  n 1  

a,, = 1 + ll); + ... + Ik)$ + .a- + [n)F 

Para k = 0 , l ,  . .. , n  , el término k - ésimo del desarrollo de a, es 

1 1 1 
ypor lo tan toesmenoro igua la  - ;  luego a, < S, = 1  + -  + ... + - 5 e , y 

k! l! n !  
(a, ) es una sucesión acotada. 

i i 
Puesto que 1  - - 51-- , para i = O ,  1, ... , n, de ( 1 )  vemos que el término 

n n + l  
k-ésimo de a, es menor o igual que el término k-ésimo de a,,, y por lo tanto 
a, 5 a,,, . Por consiguiente, podemos aplicar el criterio de las sucesiones mon6tonas y 

concluir que existe L = lim ( 1  + l \ n  y además que 

a, S L 5 e , para todo n. 

Falta probar que L = e .  Veamos que se cumple S, S L , para todo m. En efecto, si 
k 

k = O, 1, ... , m se tiene lim - = 0 , 
n+m n 

Luego, si m permanece fdo y n > m , se tiene 

y tomando límites cuando n +B ao 

1  1 
L = l i m a ,  > 1 + - +  . . .+ -=  sm 

n+w l !  m! 



Finalmente, de S ,  S L , para todo m, tomando límites resulta e = lirn S ,  < L 
m+= 

y por lo tanto L = e ,  lo que establece lirn (1 + ')1 = e . 

log n  
PROBLEMA 1 1. Probar que lim - - - O , en donde log y , y > O, es el número 

n+a, n 
x talque exp(x)=y . 

Nota: log y o ln y es el logaritmo natural de y > O .  En el capítulo 11 se presenta 
una definición geométrica de ln y. 

log n  
SOLUCION. Sea a,  = - . Entonces log n = n  a, o exp (n a,  ) = n . 

n 
Puesto que n  a, 2 O , podemos aplicar 2) del problema 9, con n = 2, x = n a, , y 
obtenemos 

n2 a: 42 
de donde n  > - , 0 < an < (:) y lim a, = 0 .  

2 ,+m 

PROBLEMA 12. Probar que 

SOLUCION. 

1) Sea a,  = log 1 + - . [ :) 
1 1  

Setiene 1+-  = exp(a,) > l + a ,  , luego Osan S- y lirn a, = O 
n  n  n+cc 

2) Sea b, = n  log 1 + - . Por 1) se tiene log 1 + - 5 - , :) n~ : 
bn b, SI, ys i  n 2 8  - I - .  
n  8  
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Fijemos n 2 8 y hagamos x  = 
1  , luego exp ( x )  = 1  + - . 

n n 

Puesto que N = 1  > 2 (t) z 2r por S) , problema 9, se cumple la desigualdad 

& N + l  2x2 
en donde R = - = - - 2 

- X .  

y por lo tanto 2 1 l + x - x  5 1 + -  I l + x + x  2 

n 

2 1  x - x  S - < x + x  2 

n 

b." de donde b, - - S 1  S b n + -  b." 
n n 

1  1  
b e - -  I 1  S b , + - ,  pues b , S l ,  

n n 

1 
Así se obtiene 1 6, - 11 < - , si n 2 8 , y esto implica lim 6, = 1  . 

,+a, n 

1 1  1  
PROBLEMA13. Hallar L = lim 1 +  + +  ... +-  

,+a, 2! 4! (2n) ! 

SOLUCION. 

Sean 

Luego exp (1) = lim S, , exp (-1)  = lim t, , a, = S, +t, y 
n+oo n+m 

L = lim a, = lim s2, + lim t2, = exp (1)  + exp (-1)  . 
n+m n+m n+m 



Se sabe que e = exp (1) y se prueba que exp (-1) = l /e  y por lo tanto 

L = e+l /e  . 

z3 s3 3 n 
PROBLEMA 14. Probar que 5e = lim 1 + - + - + .. . + - 

z3 33 3 n  
SOLUCION. Sea a- = 1+-+-+ ...+- 

Tenemos 1 = 1  

y en general para n 2 3 
3 n 1  3 .1  1 = -  +-+- 

n !  ( - 1 )  (n -2) !  (n -3) !  

En efecto 

n 3 n 1  + ~ ( n - 1 )  + (n-1.1~ 1  2  ( n  - 1) 
= =  =-+-+- 
n !  ( n - l ) !  ( n  - l)! ( - 1 )  (n -2) !  (n -2) !  

de donde resulta (1) . 
Luego si n 2 3 se tiene 

1 1  
a,  = s , - , + ~ s ~ - ~ + s , - ,  , endonde S ,  = 1+-+ ...+- 

l! n!  

tiene límite e = exp (1) , y por lo tanto 

lim a ,  = e+3e+e = 5e 
n-m  
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PROBLEMA 14. 
1  

a) Si e = exp (1)  probar que O c e - S, < - , para todo n  2 1, en donde 
n! n  

b) Probar que e es un número irracional 

SOLUCION. 

a) Tenemos O < s ,  <s ,+~ < e  y e = lim S, ; luego O c s ,  < e .  
n+m 

Y si m > n se cumple 

1  1 
S,-S, = + -  1  + ... + - 

( n  + l ) !  ( n  + 2 ) !  m!  

+ 1  1 , siendo p = m - n  
( n + 2 ) ( n + 3 )  ...( n + p )  

1 
5 2 [ í + r + r 2  +...+y'-'1, r = -  

( n  + l)!  n + 2  

1  1 n + 2  1  n + 2  
S - x - =  , pues = -  

( n + l ) !  1 - r  ( n + l ) ! ( n + l )  1 - r  n + l  

Luego, haciendo que m + 00 se tiene 

n + 2  1  
c- 

( n  + 1)' 
e-S, S , pues n + 2 c -  

( n + l ) ! ( n + l )  n ! n  n  



P 2) Por el absurdo, supongamos que e es un número racional y escribamos e = - , 
9 

en donde p y q son números enteros positivos. Entonces por 1) con n = q se 
tiene 

y si hacemos 

entonces O < x < 1, de modo que x no puede ser un número entero. 

Sin embargo, la definición de x implica que es un entero; en efecto p q! es un 

entero y también q q ! sq , pues es la suma de los enteros q 2 , k = l. . . , g . 
k! 

La contradicción obtenida demuestra que e no puede ser un número racional. 

0.9 SERIES DE NUMEROS 

Una serie es una expresión simbólica de la forma 

que representa o indica la suma ordenada (infinita) de los términos de una sucesión de 
números (a,). 

Se suele abreviar la expresión de la serie mediante la notación 

en donde n es una variable que recorre los números enteros 2 O. 

Se dice que la serie es convergente si la sucesión de los números 

es convergente; esto es, si existe un número L, al que se llama suma de la serie, tal 
que 

L = lim S, = lim a, + ... +an 
n-+m n-+m 

lo cual significa que los números a, + ... + a, se aproximan arbitrariamente a L a 

medida que se agregan los siguientes términos a,,, , . . . 
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También se suele escribir 

para indicar que la serie es convergente y su suma es L. 

A las series no convergentes también se les llama divergentes. 

EJEMPLOS. 

1) La serie geométrica, 

C 
es convergente, y su suma es - , si -1 < x < 1 ,  (ver problema 14,0.7.4). 

1-x  

2) La' serie exponencial 

es convergente para todo x ER y SU suma se representa por exp(x) (Ver 
problema 8,0.8.1). Así, 

* xn 
exp (x) = C - 

n=O n! 

3) Representación decimal de los números reales 

Todo número real x 2 O se puede expresar como la suma de una serie de la forma 

en donde do es un entero > O y d, , d ,  , ... , son dígitos decimales, esto es uno 
de los números 0, 1, .. . , 9  

En este caso se suele emplear la notación 

Si x es negativo, entonces 

en donde el segundo miembro es una representación decimal de -x > 0. 



4) Las funciones trigonométricas sen ( x )  y ros ( x )  pueden definirse formalmente 
- independientemente de su origen geométrico - mediante sumas de series 

3 5 x X (-1)" X2n+' 
sen (x) = x - - + - + ... + + ... 

3! 5! (2n + l)! 

En efecto, puede demostrarse que estas series son convergentes para cualquier 
valor de x, y por lo tanto existen sus sumas, y luego, usando estas definiciones, 
se establecen las propiedades conocidas tales como 

2 2 cos x + sen x = 1 , sen ( x  + y) = sen x . cos y + cos x . sen y 

5) La serie 

en donde p es un número real dado, es convergente si p > 1 y es divergente si 
p l l  

0.9.1 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA l. Probar que si a, es convergente, entonces lim a, = 0 . 
n+w 

o 

Equivalentemente, si la sucesión (a,) es' divergente o si lim a, + O ,  entonces 
n-+a 

a, es divergente. 

Por hipótesis, existe L = lim S, , en donde S, = a, + al + ... +a, ; luego de 
n+ao 

a,,, = s , + ~  -S ,  , resulta 

lim a,,, = lim S,+, - lim S, = L-L = O 
n+m n+w n+a  
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PROBLEMA 2. Sea a un número real > 0  . 
1) Si N 2 1 ,  demostrar que existe un número b dado por una representación deci- 

maltalque bN = a  y b>O 

2) Probar que existe un único número b > O tal que bN = a  y b > O .  Tal número se 
llama la raiz N-ésima de a  y se le designa por a 1/N 

3) Probar que a tiene una representación decimal. 

SOLUCION. 

1) Por inducción encontraremos una sucesión de enteros no negativos (d,) tales que 
d, es un dígito decimal si n 2 1, y si 

N 
S, = do + + ... + - dn , entonces (B.) i a  í 

10' ion 

N N Para n = O sea do el entero tal que do S a < (do + 1) ; tal número existe 

pues podemos encontrar un entero K 2 1 tal que a < K y por lo tanto 

oN = O < a < K < K N ,  d V < a c K N  (p 

de donde se sigue que 

N 
d: 5 a  < ( do+ l )  , paraalgúnentero do con O < d o  c  K .  

Si so = do evidentemente (a ) es verdadera. 

Supongamos que ya existen do , ... , d, , n 2 0, de manera que se cumple (a). 
Vamos a determinar d,,, . Por inducci6n se tiene 

y por lo tanto, existe un entero k tal que O S k S 9 y 



dn+í luego si d,,, = k , S,,, = S ,  + - se cumple (a para n + 1 y la inducción 
10"'' 

esta completa. 

Notemos que en el último paso se ha probado que d,,, es un dígito decimal. 

Veamos ahora que (S,) es convergente. Puesto que cada d, > O  se tiene 
N N 

S,  5 S,,, y tambien S ,  S K , por ($1, pues S ,  S a < K ; luego por el criterio 
de las sucesiones monótonas acotadas existe el número b = lim S ,  y 

A-+W 

b 2 s ,  2 0 .  

El número b cumple bN = a ; en efeeto: 

N lim S ,  S a I lim 
n+m n+m 

1 
bN S a 5 bN, pues lim - - - O 

n+a> lon 

de donde bN = a. 

De la ecuaci6n anterior se sigue que b z O, pues a > O ,  y por lo tanto b > 0.  

2) Si N 2 1 por 1) podemos encontrar b>O tal que bN = a . Y si N S-1  
1 

entonces -N 2 1 y tambidn por l), aplicado al número -, existe c > O tal que 
a 

-N 1 1 
c = - ,  dedonde b N = a ,  con b=->O. 

Probaremos ahora la unicidad del número b: Si c es un número > O y cN = a ,  
entonces b = c. En efecto, si fuesen distintos el cociente r sería distinto de 1 y 
de bN = cN se tendría rN = 1, con r t 1, lo que es imposible pues N es dis- 
tinto de cero; luego b = c. 

3) se sigue de 1) para el valor N = 1, pues b = a ya que a' = a. 
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PROBLEMA 3. Probar que la serie - es divergente si p < 1 n. 
SOLUCION. 

Caso l. p10 

Si p < O  entonces 
1 (5) es divergente, y si p = O, lim - = 1 . Luego por el pro- 

n-co no 
blema 1, la serie es divergente si p 5 0 .  

Sean 1 1 
S; = 1 + - +  ... + -  1 

2P nP Y Sn = Sn 

1 1  
Supongamos O < p 5 1 ; entonces nP 5 n y - 2 - , de donde 

np n 

o sea s,P 2 S, , para todo n. 

Probaremos luego que la sucesión (4) no es acotada; luego es divergente, y esto sig- 

nifica que la serie es divergente. 

Sea dado K > O. Tomemos N = 22K. Si n 2 N se tiene 

De 22K-1 = 1 + 2' + 22 + ... + 22K-1 

se sigue N = 2 + 2' + Z2 + ... + 22K-1 

y podemos agrupar los sumandos de S, en 2K sumas formadas por 2, 2'. 22, .. , 
22K-l , términos consecutivos: 

= A + + +  2 ... + $  (2 K sumandos) 

Así, para todo n 2 N se cumple s,P 2 S, 2 K y la sucesidn (S:) no es acotada. 



m 

PROBLEMA 4. Probar que la serie 1 es convergente si p > l .  
1 nP 

1 1 SOLUCION. Sea S, = 1 + - + ... + - . Es claro que S, <S,+, y por lo tanto la 
2P n P 

sucesión (S,) es monótona. 

luego O < r  < 1, pues p > 1 implica zP-' > 1, y también sea Sea r = - 2P-1 ' 

Probaremos que S, < M para todo n, y por lo tanto la sucesión (S,)  es acotada. 

En efecto, dado n elijamos un entero K tal que n < 22K y hagamos N = 22K ; luego 
agrupamos los términos de sN como en el problema anterior y obtenemos 

Finalmente, por el criterio de las sucesiones monótonas acotadas, la sucesión (s.) es 
convergente y por lo tanto existe la suma de la serie. 

00 

PROBLEMA 5. Probar que la serie a, xn  converge para todo x en el intervalo 
n=O 

(-R, R ) ,  R  > O, si existe una constante M tal que la,l Rn 2 M ,  para todo n. 

SOLUCION. Sea x en el intervalo (-R, R ) ,  esto es 1x1 < R y elijamos un número r 

talque I x l < r < ~ ;  luego r = c R ,  con O < c < l .  

Debemos probar que la sucesión (s.), S, = a. + a, x + . . . + a, x n  
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es convergente, para lo cual demostraremos que satisface el criterio de Cauchy. 

Si m > n 2 0 ,  m = n + p ,  setiene 

en efecto 

1-c Puesto que O < c < 1 implica lim cn = O, dado E > O, para E - 
M 

podemos encon- 
n+w 

trar un entero N tal que si n 2 N entonces 

Luego, si m > n 2 N, por (1) y (2) se tiene 1 S,,, - sn ( < E ,  y por lo tanto la sucesi6n 

(S,) satisface el criterio de Cauchy. 

PROBLEMA 6. Aplicando el problema 5, probar que las siguientes series son conver- 
gentes: 

1) serie de sen ( x )  

2) serie de cos ( x )  

3) serie de arc tg (x) 

para todo x 

endonde y=arc tg (x )  siysólosi x = t g y ,  - S  < y < - f .  



4) serie de log (1 -x)  

a3 

SOLUCION. Todas las series son de la forma a, xm . 
o 

1)  a ,  = O si m es par y a ,  = , si m = 2 n + l .  
(2n + l)! 

Rrn 
Ahora bien, dado x sea R = 1x1 + 1, de modo que 1x1 < R ; de lim 7 - - O se 

n-+m m. 
sigue que existe K > O tal que laml Rm S K , para todo m, y por el problema 

anterior la serie converge en cada punto del intervalo (-R, R),  y en particular en 

X .  

si m = 2n ; y se puede 2) En este caso a, = O si n es impar y a,  = - 
(2n)! ' 

aplicar los mismos pasos de 1). 

l m  si m = 2n + l. Luego 3) Los coeficientes son a, = O si m es par y a,,, = - (2n +1) ' 

la,l< 1 y la,l Rm '; K , con R = K = 1, y por el problema anterior la serie 

converge en (-1,l). 

4) Similar a 3). 



l .  l .  DEFINICION. Sea Po = (h,  k) un punto del 

plano euclideano FI2 y r un número real > O .  
Se llama círculo C de centro Po y radio r, al 
conjunto de todos los puntos del plano cuya 
distancia de Po es r. Así, 

1.2 ECUACION DEL CIRCULO EN 
COORDENADAS CARTESIANAS 

TEOREMA. La ecuaci6n del círculo C de centro Po = (h,  k) y radio r en coordenadas 
cartesianas es 

( ~ - h ) ~  +(y-k12 = r  2 (1.2*1) 

Es decir, ( x ,  y) EC O ( x ,  y) satisface (x - h)2 + ( y  - k12 = r 2 

PRUEBA. Sea P = ( x ,  y )  e R ~ .  Entonces en virtud de la definición 1.1 se tiene 



Nota. Desarrollando los cuadrados del primer miembro de la ecuación (1.2.1) se 
observa que C es la gr8fica de la ecuación, 

que es de la forma X ~ + ~ ~ + D X + E Y + F = O ,  

donde D=--2h,  E=-2k,  F = h 2 + k 2 - r 2  

De manera recíproca, podemos establecer lo siguiente 

PROPOSICION. Sea C la gráfica de la ecuación 

x ~ + ~ ~ + D x + E ~ + F = o  

Es decir, C = { ( ~ , ~ ) ~ R ~ I ~ ~ + ~ ~ + D X + E ~ + F = O }  

Llamemos A = D~ + E2 - 4F. Se tiene entonces que: 

2) Si A = O, C consiste solamente del punto Po = -- - - i :* 21- 
3) Si A < O, C no posee puntos. 

1.3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Hallar la ecuación del círculo 
que pasa por los puntos (1,5), (4, - 4), 

(-3,3) 

SOLUCION. Sea x2 + y2 + Dx + Ey + F = O 
la ecuación del círculo. Puesto que los pun- 
tos dados pertenecen al círculo, ellos sa- 
tisfacen esta ecuación. Luego se tiene 

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene 

D=-2 ,  E = O ,  F = - 2 4 .  

RESPUESTA. x2 + y2 - 2x - 24 = 0 o (x-1)2 + y 2  =52  



El Círculo 59 

PROBLEMA 2. Hallar la ecuación del círculo circunscrito al triángulo cuyos lados 
están sobre las rectas 

L,: x - 2 y + l l = O  
l&: 3 ~ - y - 2 = 0  
4: 7 x + y + 2 = 0  

SOLUCION. Hallaremos los puntos P, Q y R en los que las rectas se intersecan y luego 
determinaremos el círculo que pasa por ellos, como el problema anterior. 
P  = intersección de L, y  L2. Resolvemos el sistema 

y obtenemos: x  = 3 ,  y  = 7 ,  o sea P = (3,7) 

Q = Intersección de L2 y  L3. Resolvemos el sistema 

3 ~ - y - 2 = 0  
7 x + y + 2 = 0  

y obtenemos: x  = O ,  y  = -2, o sea Q = ((4-2) 

R = interseccidn de L, y  L3 . Resolvemos el sistema 

y obtenemos: x  = -1, y  = 5, o sea R = (-1, 5 )  

Sea x 2  + Y 2  + DX + Ey + F = O la ecuación del círculo que pasa por P, Q y R. Puesto que 
tales puntos se encuentranm en el círculo se tendrá 

y resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene D  = -6, E = -4, F  = -12 

RESPUESTA. x2 + y2 - 6 x  - 4 y  - 12 = 0  o ( x  - 3)2 + ( y  - 2)2 = 5 

PROBLEMA 3. Probar que si A = D~ + - 4F > O ,  entonces la gráfica de la ecuación 
D E  

x2  + + Dx + Ey + F = O es un circulo de centro -?-) y radio A& 
2 

SOLUCION. En la ecuación x2 + y2 + Dx + Ey + F = O 

D~ 
completamos cuadrados [ x 2  + Dx + $) + [ y 2  + Ey + :) - - - - + F = O  

4  4  



1 
yobtenemos (x+:).+[y+4)'= - ( I l 2 + l C 2 - 4 ~ )  

4 4 

que es la ecuación del círculo de centro ( - - 2 - - ) y radio J ~ > o  
2 

PROBLEMA4. Hallar una ecuación de la cuerda común de los dos círculos 
~ ~ + ~ ~ - 6 ~ - 1 2 = 0  y ~ ~ + ~ ~ + 8 x - 2 ~ + 8 = 0 .  

SOLUCION. Si (x,, y,) es un punto de intersección se tiene 

y restando miembro a miembro obtenemos 

-4x , -4y , -20= O 

x,+ y ,+ 5 = 0  

Sustituyendo y, de (3) en (1) obtenemos la ecuación 2xf + 20x1 + 43 = O 

J14 cuyas raíces son x, = -5 f --Z- 

Jlq Jlq Luego los puntos de intersección son (-5 + T ,  - T )  , (-5 - q, q). Ahora 

podemos calcular la ecuación de la recta conociendo dos puntos por los cuales pasa, o 
también de una manera más breve observando que los puntos de intersección según (3) 
satisfacen la ecuación de la recta x + y + 5 = 0 .  Luego en cualquier caso, obtenemos 
x + y + 5 = 0 .  

PROBLEMA 5. Encontrar una ecuación de la recta que es tangente al círculo 
~ ~ + ~ ~ - 4 x + 6 ~ - 1 2 = 0  enelpunto(-11). 

SOLUCION. La ecuación del círculo es (x - 2)2 + (y + 3)' = 25,  y por lo tanto (2, - 3) es 

el centro del círculo. 
1 3 )  4 4 

La pendiente del segmento (2, - 3), (-1, 1) es m = - = - = - - 
- 1 2 )  -3 3 

La recta tangente al círculo en ( - 41 )  es perpendicular al segmento que hemos 

indicado. Luego su pendiente es . 

y - 1  3 3 7 
Finalmente - = - nos da y = -x + -, que es la ecuación buscada. 

x - 1  4 4 4 
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PROBLEMA 6. Hallar una ecuación de cada una de las rectas que tienen pendiente 
-4 /3  y son tangentes al circulo: 

~ ~ + ~ ~ + z ~ - a ~ - a = o  

SOLUCION. Determinaremos los puntos en los que las rectas son tangentes al círculo. 
De ( X  + 112 + (y - 412 = 52 vemos que (-l, 4 )  es el centro del círculo. La ecuación del 
diámetro perpendicular a las rectas es 

Sustituyendo en la ecuación del círculo para hallar las coordenadas de los puntos de 
tangencia obtenemos x2 - 2x - 15 = O ,  cuyas raíces son x = -3,5. 
Las ordenadas de los puntos de tangencia son y  = ,+, 
y las ecuaciones buscadas 

y-" 
2- 4  - -- o 8 x + 6 y + 9 = 0  
x + 3  3  

PROBLEMA 7. Probar que si la recta y  = mx + b es tangente al círculo x2 + y2 = r2 , 
entonces se cumple la ecuaci6n b2 = (1  + m2)  r 2 .  

SOLUCION. Sea (x,  y )  el punto en el que la recta es tangente al círculo. Puesto que 
(x,  y )  se encuentra tanto en la recta como en el círculo se tienen las relaciones: 

La pendiente del segmento que une (0,O) con (x,, y,) es . Y como la recta es 
X1 

perpendicular a dicho segmento su pendiente m ser6 

m=-X'  
Y1 

De (3)  se tiene xl = -myl y sustituyendo en (1) y ( S )  nos da 

Finalmente, eliminamos y, y obtenemos b2 = (1 + m 2 )  r2 



1.4 PROBLEMAS PROPUESTOS 

PROBLEMA 1. Determinar si la gráfica de las siguientes ecuaciones es un círculo, un 
punto o no posee puntos en el plano. 

PROBLEMA 2. Hallar la ecuación del circulo que pasa por los puntos (4a, 3a), (a, - 6a), 

(a, 4a) 

PROBLEMA 3. Hallar la ecuación del círculo que pasa por los puntos (O, O), (a, b), (e, O). 

PROBLEMA 4. Hallar la ecuación de la recta tangente al círculo 
~ ~ + ~ ~ + 2 ~ + 4 y + 2 0 = 0  enelpunto (2,2). 

PROBLEMA 5. Hallar la ecuación de la cuerda común de los dos círculos 
2 2 ~ ~ + ~ ~ + 2 x - 4 y - 3 = 0  y x + y  - 4 x + 2 y - 7 = 0 .  

PROBLEMA 6. Suponiendo que los círculos x2 + y2 + dx + ey + f = O y 
x2 + y2 + Dx + Ey + F = O tienen una cuerda común, probar que esta tiene por ecuación 

RESPUESTAS. 

1. a) Un círculo b) Un punto C )  Un círculo 

d) No posee puntos e) Un círculo f) No posee puntos 



2.1 DEFINICION. Una parábola P es el conjunto de todos los puntos de1 plano que 
equidistan de una recta fija iL y de un punto fijo F fuera de la recta. Así, 

P = {P E IR2 1 distancia de P a L = distancia de P a F} 

Supongamos que las coordenadas de los puntos P y 
F referidas al sistema cartesiano XY sean 
P = ( x , y )  y ~ = ( f , ,  f,), y que la ecuación de la 
recta & sea Ax + By + C = O. Entonces la ecuación 
de la parábola será: 

En relación a la partibola, establecemos lo siguien- 
te: 

(1) Se llama directriz de la pardbola a la recta L. 
(2) Se llama fmo de la pardbola al punto F. 
(3) Se llama eje de la parábola a la recta X' que pasa por el foco y es perpendicular a 

la directriz. 



X' y L se intersecan en un punto Q, y el punto medio V  del segmento [Q, F] 
pertenece a la parábola. 

(4) El punto V  = i ( Q  + F )  recibe el nombre de vdrtice de la parábola. 

2.3 ECUACION DE LA PARABOLA CON EJE PARALELO A 
UN EJE DE COORDENADAS 

TEOREMA. 

1) La ecuación de la parábola con vértice L 
V  = (h,  k )  y eje paralelo al eje X es 

(y - k )  = 4 p ( x  - h )  

(y - k)" 4p(x - h)  

donde F = ( h  + p,  k) 

P = abscisa del foco - abscisa del vértice. X ' 
I 

En este caso, el foco es F = (h + p, k) 

y la directriz L: x = h - p .  *T 
x = h - p  

2) La ecuación de la parábola con vértice 
V = (h, k) y eje paralelo al eje Y es 

Parabola con eje paralelo al eje X 
( X  - h)2 = 4p(y  - k) 

donde, P =(ordenada del foco - ordenada del vértice). 

E n  este caso, el foco es F  = (h, k + p) y la directriz es L: y = k - p 

2.4 ECUACION VECTORIAL DE LA PARABOLA 

Sea V el vértice y F el foco de una parábola 
P. Consideremos un sistema de coordena- 
das cartesianas X Y '  como sigue. Sean 

1) U ,  un  vector unitario paralelo al vector 
F - V .  

F - V  F - V  
Así, z i  puede ser - o -- 

IF-VI IF-VI 

2) iii , el vector ortogonal a 6. 
Así, si  ii = (a ,  b)  entonces ii' = (-b, a ) .  

Geométricarnente, iii se  obtiene rotan- 
do el vector z i  un hngulo de 90' en el 
sentido antihorario. 
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3) p, el número real que cumple F - V = pü . 
4) XY' , el sistema de coordenadas cartesianas con 

origen en el vértice V, eje X' orientado en el sen- 
tido de ü y eje Y', orientado en el sentido de iiL 

Observemos que si (x',yt) son las coordenadas de un 

punto P del plano referidas al sistema XY'  , entonces 
P = V + X ' Ü + ~ ' Ü ~  

Enefecto, P = V + S  y ~ = x ' Ü + y ' z i '  

Se cumple el siguiente 

TEOREMA. Un punto P del plano se encuentra en la parabola IP si y solamente si sa- 
tisface la ecuación 

P =  V + X ' Ü + ~ ' Ü '  '2 con y = 4px1, x',yf E IR 

o equivalentemente, si es de la forma 

con y' E R arbitrario 

2.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Hallar la ecuación de la parábola con foco F = (1,l) y directriz 
L: x + y + 2 = 0 .  

SOLUCION. Sea P = (x, y) un punto de la parábola. Se tiene entonces por definición 

distancia de P a L = distancia de P a F 

l x + y + 2 1  = [(x - I ) ~  +(y - 1)2 l i  

\1m 
Elevando al cuadrado i ( x 2  + y2 + 4 + 2xy + 4x + 4y) = x2 + y2 - 2x - 2y + 2 

resulta 2 2 x + y  -2xy-8x-8y = O 

RESPUESTA. x2 + y2 - 2xy - 831 - 8 y = 0.  

PROBLEMA 2. Probar que la ecuación de la parábola con vértice V = (h, k) y eje 

paralelo al eje X es (y - k)2 = 4 p ( x  - h) , donde 

p = absisa del foco - abscisa del vértice 



SOLUCION. El foco de la parábola es 

F = ( h + p , k )  

En efecto, 
abscisa del foco = p + abscisa del vértice = p + h,  

por definición de p, 

Y ordenada del foco = ordenada del vértice = k , 

pues el eje de la parábola es paralelo al eje X. 
Por otra parte, la ecuación de la directriz L de la parábola es 

L: x = h - p  

En efecto, la directriz L es perpendicular al eje X y se halla a igual distancia del vértice 
que el foco de éste. 

Sea P = ( x ,  y) un punto de la pardbola. 

Entonces por definición de parábola y empleando (1) y (2) se tiene 

distancia de P a L = distancia de P a F 

Elevando al cuadrado 

x2 + h 2  + p 2  -2xh+2xp-2hp = x2 + h 2  + P 2 - 2 x h - 2 ~ p + 2 h p + ( Y - k ) 2  

o también (y - k12 = 4p(x- h) 

t  
PROBLEMA 3. Sea P = V + -6 + tüL , t  r IR, la ecuación vectorial de la parábola. 

4P 
Hallar las ecuaciones paramétricas si V = (h, k) ,  z i  = (a, b), p, son dados. 

t  
SOLUCION. Se tiene (x, y) = (h, k) + -(a, b)  + t(-b, a )  

4~ 
e igualando coordenadas 

PROBLEMA 4. Se llama lado recto o cuerda focal de una parábola a la cuerda que pasa 
por el foco y es perpendicular al eje de la parábola. Probar que la longitud del lado 
recto es 14~1. 
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SOLUCION. Consideremos la parábola con vbrtice V = (O, O) y eje paralelo al eje X 

La recta x = p corta a la parábola en los puntos (p, 2p) y (p, - 2p) 

En efecto, sustituyendo x = p 

Luego 
longitud del lado recto = distancia de (p, 2 p )  a (p, - 2p) 

PROBLEMA 5. Un arco parabólico tiene 18 mts. de altura y 24 mts. de ancho en la 
base. Si la parte superior del arco es el vértice de la parábola, ¿a qué altura sobre la 
base tiene la parábola un ancho de 16 metros? 

SOLUCION. Sea V = (0,lB) el vbrtice de la parábola con eje Y. 
Entonces la ecuación de la parábola es 

El punto (12,O) se halla en la parábola y 
sustituyendo las coordenadas en la ecuación 
calculamos p 

La altura buscada es la ordenada del punto 
(8, y) de la parábola. 

Se tiene 82 = - 8(y - 18) , y = 10 

RESPUESTA. A una altura de 10 metros. 

PROBLEMA 6. Si L = (-9,3) y R = (-1 - 5) son los extremos del lado recto de una 
parábola, hallar la ecuación de la parábola. 

SOLUCION. Calcularemos el foco F y la directriz L de la parabola y aplicaremos la 
definición para hallar la ecuación. 



Como el foco F es el punto medio del lado recto LR se tiene, 

F = a ( L +  R )  = + [ ( - 9 , 3 ) + ( - l ,  - 5 ) ]  = +(-10,-2) = ( - 5 , -  1) 

Por otra parte, por el problema 4 ,  podemos calcular I p l  como sigue 

14p( = longitud del lado recto = ,/m = 8 f i  

de donde (pl= 2 f i .  

La ecuación de la recta L' que contiene al lado recto es 

Los puntos ( x ,  y )  de la directriz L  de la parábola son aquellos que se encuentran a una 

distancia 21p( = 4& de la recta L' , de modo que ( x , y )  satisface 

De esta manera, vemos que hay dos posibles directrices 

L,: x + y - 2 = 0  y 4: x + y + 1 4 = 0  

y por consiguiente hay dos parábolas 

Elevando al cuadrado y efectuando las reducciones convenientes en cada caso, se 
obtiene 

P,: ~ ~ - 2 ~ ~ + ~ ~ + 2 4 ~ + 8 ~ + 4 8  =O 
2 2 

Y E',: x - 2 x y + y  - 8 ~ - 2 4 y - 1 4 4 = 0  

RESPUESTA. Hay dos soluciones: 
2 

x - 2 x Y + y 2  + 2 4 x + g Y + 4 8  =O 
2 2 x - 2 ~ y + y  - 8 % - 2 4 ~ - 1 4 4  =O 

PROBLEMA 7. Hallar la pendiente del ángulo que forma la cuerda que pasa por el foco 
2 de la parábola y  = 4px con el eje de ésta, para que la longitud de la cuerda sea 3 veces 

el lado recto. 

SOLUCION. Sea AB la cuerda foca1 que tiene una longitud 314pl= 121~1. Si m es la 

pendiente de AB, entonces la ecuación de AB es 

Y - 0  -- - m  O y = m - m p  
x -  P  



Calculando los puntos A  y B en los cuales la 
cuerda corta a la parábola, sustituimos 

2 
y  = mx - mp en la ecuación y  = 4px 

(m - mp)2 = 4px 

2 2 2 
O 

2 2 m  x  -2p(m + 2 ) x + m  p  = O  

y resolviendo esta ecuación de segundo grado 
en x, obtenemos las abscisas de A  y B 

Supongamos que A = ( X ~ , Y ~ )  Y B=(xlpyl )  

con 

se tiene entonces x1 -x0 = 
4  lpl Jm2 + 1 

2 m  

Por otra parte, Y - Y  , = u  

X 1  - Xo 

da Y1 -Yo  = 4 x 1  - 0 )  

2 2 Finalmente, 1 2 1 p l = l o n g i t u d d e A B = J ( ~ ~ - ~ ~ )  + ( x l - x o )  

2 
= J m 2 ( x l  - x,)2 + ( x 1  - x 0 )  , por (2) 

o también 
y resolviendo 



PROBLEMA 8. El vértice del ángulo recto de un triángulo rectángulo es el extremo L 
del lado recto LR de la parábola y2 = 8 x .  E1 segundo vbrtice del triángulo es el vbrtice 
de la parábola. ¿Cuál es el tercer vértice del triángulo y cuánto vale la hipotenusa, si se 
sabe que ésta se encuentra sobre el eje X? 

SOLUCION. Sea T = (t, O) el tercer vértice. Se sabe que 

v = (o, o) L = (2, - 4) 

-4 - 0  
La pendiente del lado VL es - = -2, y 

2-0  
por lo tanto la recta LT que es perpen- 
dicular a VL tiene ecuación 

Y 4 - 4 )  1 = -  
x - 2  2  

o y = + - 5  

Esta recta corta al eje X en T = (t, O). 

Sustituyendo las coordenadas del punto T 
en la ecuación, para obtener t 

da t = 10, y longitud de VT = 10 

RESPUESTA. El tercer vértice es (10,O) y la longitud de la hipotenusa 10. 

PROBLEMA 9. Un proyectil describe una curva parabólica alrededor de un punto F,  
siendo éste el foco de la parábola. Cuando el proyectil está a 10 Kms. de F, el segmento 
de recta de F al proyectil hace un ángulo de 60" con el eje de la parábola. 

1) Hallar la ecuación de la parábola. 

2) ¿Qué tan cerca de F pasa el proyectil? 

SOLUCION. Sean V = (O, 0) el vbrtice de la pariíbola, 

F = (P, O) el foco, 

Y L: x = -p la directriz. 

Calcularemos p. Por definición de parábola se tiene para el punto P 

distancia de P a F = distancia de P a L 
10 = distancia de P a L 
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por otra parte, de la figura se tiene 

distancia de P a L = 

= I V - R I + J F - V I + I T - F I  

= p + p + 1 0 ~ 0 ~ 6 0 ~  

Luego 1 0 = 2 p + l O x $  

Y p=+ .  

La ecuación buscada es entonces 

Jt2 = 10(x - 2). 
Finalmente, 

menor distancia de P a F = menor distancia de P a L 

= p = 5 / 2  

RESPUESTA. 1) y2 = 10(x -$) 2) 512 Km 

PROBLEMA 10. El agua que fluye de un grifo horizontal que está a 25 mts. del piso 
describe una curva parabólica con vértice en el grifo. Si a 21 mts. del piso, el flujo del 
agua se ha alejado 10 mts. de la recta vertical que pasa por el grifo, ja qué distancia de 
esta recta vertical tocara el agua al suelo? 

SOLUCION. Sea V = (0,25) el vértice de la parábola. 

La ecuación de la parábola es ( x  - 0)' = 4p(y - 25) 

Puesto que el punto P = (10,21) se encuentra 

en la parábola se cumple 
YA 

lo2 = 4p(21- 25) 

o p = - 25/4 

Para calcular la distancia d bastara sustituir 
las coordenadas del punto (d, O) en la ecuación es 
hallada 

d2=-25(0-25) a d=125 

RESPUESTA. A 25 mts. de la recta vertical. 1 



PROBLEMA 11. Hallar todos los puntos de la parábola y2 = 4px tales que el pie de la 
perpendicular trazada del punto a la directriz, el foco y el punto mismo sean vértices 
de un triángulo equilátero. 

SOLUCION. Para que P ,  R y F sean los vértices de un triángulo equilátero deberá 
cumplirse 

IR-FI=IP-RI  (1) 

puesto que I P - R ~ = ~ P - F ~ ,  por definición de parábola. 

Se tiene 2 P = ( x , y )  cony =4px,  

R=(-P,Y)  Y F=(p ,O)  

Luego sustituyendo en (1) 

(4p2 + y 2 ) t  = { ( x  + p)2j4 

que resuelta da x = 3p, - p 
2 2 La solución x = -p se descarta, pues y = -4p 

2 es imposible ya que y 2 0. 

Luego x = 3p,  y = f2J3p. 

RESPUESTA. (3p9-2J3p) y (3p,2J3p) 

2.6 PROBLEMAS PROPUESTOS 

PROBLEMA 1. Hallar la mínima distancia entre los puntos de la parábola y2 = x - 1 y 
la recta y = i x  + 3. ¿En qué punto de la parábola, la distancia a la recta es mínima? 

PROBLEMA 2. Determinar la ecuación de la parábola de foco (O, O) y di;ectriz 
y = x + 2 .  

PROBLEMA 3. Sea la parábola y = 4x + 5. Hallar la ecuación de la recta que pasa por 
el punto (1, - 3) de la parábola y que no corta a ésta en ningún punto. (Dicha recta 

recibe el nombre de tangente de la parábola en el punto dado). 
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Sugerencia. Si - y + - - m es la ecuación de la recta, se sustituye x en la ecuación de 
x - 1  

la parábola, resultando entonces una ecuación de segundo grado en y. Para que la 
intersección de la recta con la parábola sea exactamente un punto, la ecuación 
resultante debe tener una sola raíz, y esto es cierto solamente si el discriminante de la 
ecuación es O. Finalmente, la ecuación del discriminante permite obtener el valor de m. 

PROBLEMA 4. Hallar la ecuación de una parábola que pasa por los puntos (O, O) y 

(O, 9) , y cuyo eje principal se encuentra sobre la recta y = + x .  

RESPUESTAS. 

1. Distancia mínima = $ 





3.1 DEFINICION. Una elipse E es el conjunto de los puntos del plano euclideano IR2 
tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos del plano es una constante. 

Sean Fl y F, dos puntos del plano ft2 y a un número real positivo. Entonces 



3.2 NOTACION Y PROPIEDADES 

1. Los puntos Fl y F, se denominan focos de la elipse. 

2. El punto medio Fo = i ( F l  + F,) del segmento FlF2 se llama centro de la elipse. 

3. Si Fl t F,, la elipse corta la recta X' que pasa por Fl y F2 en exactamente dos 
puntos Vl y V,, que reciben el nombre de vértices de la elipse. Se demuestra que 

El segmento V1V2 se llama eje mayor de la elipse y tiene longitud 2a. El número 
a se llama semieje mayor. 

4. Si Fl t F,, la elipse corta la recta Y' que pasa por F, y es perpendicular al eje 

mayor en exactamente dos puintos Bl y B2. Se demuestra que 

d(B, ,  F,) = d(B, ,  Fo) 

Y que b2 + C 2  = a2 

El segmento BlB2 se llama eje menor de la elipse y tiene longitud 26. El número b 
se llama semieje menor. 

C 
5. El número e = - se llama excentricidad de la elipse. Es fácil de ver que O I e 5 1 .  

a 

3.3 ECUACIONES DE LA ELIPSE CON EJE PARALELO A UN EJE DE COORDE- 
NADAS CARTESIANAS. 

TEOREMA. 

l. La ecuación de una elipse cuyo eje mayor es paralelo el eje X es 

en donde se tiene que 

con a > b ,  

centro de la elipse: (h, k) 

vértices de la elipse: (h - a ,  k) y (h  + a ,  k )  

focos de la elipse: ( h  - c, k )  y ( h  + c, k ) ,  c = Jm 
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2. La ecuación de una elipse cuyo eje mayor es paralelo al eje Y es 

( x - q 2  +-= (Y -q2 
2 con a > b, b2 a 

en donde se tiene que 

[centro de la elipse: (h,  k )  
{vértices de la elipse: (h, k - a )  y (h,  k +a) 

[focos de la elipse: (h,  k - e) y (h, k + c), c = Jm 

Elipse con eje paralelo al eje X 

3.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Hallar una ecuación de la 
elipse con vértices ( 4 , - 7 )  y (2,5) y 
uno de los focos en (1,3) .  

SOLUCION. Representamos gráficamente 

los vértices VI = (-4, - 7 )  

Y v2 = (2,5)  
y el foco F2 = (1,3) 

Debemos calcular la longitud 2a del eje 
mayor y el foco Fl . 



Se tiene 2a = d(V,,V2) = J[2-(-4)12 +[5-(-7)12 = J180 
Los vectores Fl - Vl y V2 - F2 son paralelos y tienen igual longitud pues 

d(V,, F,) = d(V2, F2) 

Por consiguiente, son iguales y se cumple 
Fl - Vl = V2 - F2 

O Fl = Vl +V2 - F2 = (-4, -7)+(2,5)-(53) 

y así F, = (-3, - 5). 

Designemos con P = (x, y) un punto arbitrario de la elipse. Por definición se debe 

verificar d(P, Fl) + d(P, F2) = 2a 

Y eliminando los radicales del primer miembro 

se obtiene 

RESPUESTA. La ecuación buscada es 

656x2 + 5 0 4 ~ ~  - 216xy + 1200x + 960y - 13545 = O 

(x - h)2 
PROBLEMA 2. Demostrar que + - k)2 = 1, a > b, es la ecuación de una 

a b2 
elipse con centro (h, k) y eje mayor paralelo al eje X. Probar que 

a = semieje mayor, b = semieje menor 

(h - a,  k) , (h + a, k) son los vértices de la elipse, 

(h - c, k) , (h + c, k) son los focos de la elipse, 

donde c = dm. 



SOLUCION. Puesto que el eje mayor de la elipse es paralelo al eje X, los focos Fl , F2 y 
el centro ( h ,  k) tienen igual ordenada k. 

Siendo el centro el punto medio de los focos tenemos 

F l = ( h - c , k )  y F2=(h+c ,k ) ,  con c>O. 

Si P = ( x ,  y )  es un punto cualquiera de la elipse se debe cumplir 

d(P,Fl)+d(P,F,)=2a , a>O 

Observemos que (1) implica que c  < a 

En efecto, por la desigualdad triangular 

2c = d(F,, F2) < d(P ,  F,) + d ( ~ ,  F2) = 2a 

para cualquier punto de la elipse. Así c < a .  
Volviendo a la ecuación (1) podemos escribir 

Desarrollando 

2 2 

[ [ ( x -  h)+c12 + ( Y -  k ) 2 ]  = [ 2 a - / [ ( x  - h)-c12 + ( y -  k ) l ]  

( x -  h ) 2  + 2c(x - h ) + c 2  +(y - k ) 2  = 

= 4a2 - 4a,/[(x - h) - c12 + ( y  - k ) 2  + ( X  - h ) 2  - 2c(x - h) + c2  + ( y  - k)' 

2 De (2) se tiene c2 < a2 y podemos hacer b2 = a2 - c  > 0 ,  con b > 0. 

La última ecuación se convierte en b2(x  - h)2  + - k ) 2  = a2b2, y si b > O ,  dividiendo 

( x  - h)' ( y  - k)2  por a2b2 se obtiene 7 +-=l.  
a b  



Hallaremos los vértices del eje mayor. La recta L que contiene al eje mayor es y = k .  
Por lo tanto, haciendo y = k en la ecuación de la elipse, obtenemos 

y así, VI = (h - a ,  k )  y V2 = (h + a ,  k)  son los vértices de la elipse. 

Puesto que por definición se tiene 
1 2a 

semiejemayor = -d(Vl,V2) = - = a 
2 2 

vemos que a es el semieje mayor. 

De igual modo, la recta que contiene al eje menor es x = h .  Por lo tanto, haciendo x = h 
en la ecuación de la elipse, obtenemos 

y así B, = (h, k - b)  y B2 = (h, k + b )  

son los extremos del eje menor. 

Luego se tiene 
1 2b 

semieje menor = - ~ ( B ~ , B ~ )  = - = b 
2 2 

PROBLEMA 3. Hallar una ecuación de la elipse con centro en (O, l ) ,  sus focos en el eje 

Y, y la longitud del eje mayor igual a 513 veces la longitud del eje menor y que pasa 
por el punto (- 12/5,4). 

SOLUCION. Designaremos con a y b las longitudes de los semiejes mayor y menor, 
respectivamente. Se tiene entonces que 

a = Q b  (1) 

Puesto que se trata de una elipse con eje paralelo al eje Y y centro en (0, l ) ,  la 

ecuación buscada es de la forma 

Debemos determinar a y b.  
X 2  ( y -  1)2 

Sustituyendo (1) en (2) se obtiene - +-=1, 
b2 25b2 

9 

y como el punto (- 12/5,4) se encuentra en la elipse 
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9 

O 25b2 = 144 + 81 
b = 3  

y de aquí a = f b = $ x 3 = 5 .  

2 
x (Y - q2 RESPUESTA. La ecuación de la elipse es - + - = l .  
9 25 

PROBLEMA 4. Sean e un número real O < e < 1, F un punto fijo y L una recta que no 
contiene a F. 

1) Probar que los puntos P del plano cuya distancia del punto F es e veces la distancia 
de la recta L forman una elipse. 

2 )  Si a y b son los semiejes mayor y menor de la elipse, respectivamente, y si 

c = Jn', probar que c = ea. 

Nota. Llamamos foco al punto F, excentricidad al número e,  y directriz a la recta L. 

1) Consideramos un sistema de coorde- 
nadas cartesianas XY con origen en el 
punto F tal que el eje X sea perpen- 
dicular a la recta L y orientamos X posi- 
tivamente en el sentido de la recta L al 
punto F. 

Se tiene así F = ( O ,  0 )  , L : x = -d , 

donde d = d ( F ,  L ) .  

Designemos con P = (x ,  y )  un punto tal 
que d ( P , F ) = e d ( P , L ) .  

Se tiene entonces 

F = (O, O) 1 / d(p9 F )  



e4d2 
Sumando - 

2 
en ambos miembros para completar cuadrados en los corchetes, 

1 -  e 

se tiene 

e 2 d 2  
y dividiendo ambos miembros entre -2 

1 - e  

2 Puesto que O < e < 1 implica e2 < 1 y 1 - e  > O  , ambos denominadores son 
positivos y la ecuación es, en verdad, la de una elipse con centro en 

[&, o] y ejes paralelos a los ejes de coordenadas. 
1 - e  

2) Siendo O < e2 < 1 se obtiene 1 - e2 < 1 

Así, si a y 6 son los semiejes mayor y menor de la elipse, respectivamente, se 
cumple 
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2 2 2 e2d2 Luego c = a  - b = 
e2d - - -  - e4d2  2 e2d2  2 2 

2 
= e  x = e a ,  

(1 - e2)2 l - e  (1-e2)  (1 - e 2 )  

PROBLEMA 5. Un satélite se mueve al- 
rededor de la tierra describiendo una ór- 
bita elíptica, donde la tierra es un foco y la 
excentricidad es #. 
La distancia más corta a la tierra es 
450 Krns. 

Hallar la distancia más grande a la que se 
aleja el satélite de la tierra. 

SOLUCION. Sean Fl = (-c, O) y F. = (c, O) 
los focos de la elipse y la tierra ubicada en el foco F1 (Ver figura). Designaremos con a y 
b los semiejes mayor y menor, respectivamente. 

Es claro que distancia más corta= d(Fl, V.) = a - c = 450 (1) 

distancia máxima = d(Fl, V2 ) = a + c (2) 

Debemos calcular d(Fl, V.) = a + c 

Por el problema 4 ,si e es la excentricidad se tiene c = ea. 
Sustituyendo e = obtenemos a = 3c 

Resolviendo (1) y (3) a - c = 4 5 0  
a = 3c 

da c=225. 

Finalmente de (2) d(Fl, V2) = a + e = 4c = 4 x 225 = 900 Km. 

RESUESTA. 900 Krns. 

PROBLEMA 6. Hallar la ecuación de la 
elipse con focos (-2.1) y (6,O) y excen- - 

J 6 5  tricidad e = - 
10 

SOLUCION. Designemos con C el centro 
de la elipse, VI y V, los vértices y 
F, = (-2,l) y F2 = (6, O), los focos de la 
elipse. 



Puesto que Fl y F2 son dados necesitamos calcular 2a  = d [ v 1 ,  V2). 

Si c = d(Fl ,  C) = d(F2, C) entonces 

Y por el problema 4 , c=ea  

De ( 1 )  y ( 2 )  y e = @ / l o  se obtiene a  = 5 

Si P = ( x ,  y )  pertenece a la elipse se debe cumplir 

,/(X+,/- = 10 

Eliminando radicales se obtiene 

PROBLEMA 7. Hallar la ecuación de cada ' t 
elipse con un vértice en (1, 1) y un vértice en 
(3,5) si el eje mayor es vertical. 

SOLUCION. Sean E,  y E2 las elipses cuyas 
ecuaciones se trata de hallar. Las ecuaciones 
buscadas son de la forma 

(1: - h)2 ( y  - k)2 + =  1 con a > b  
2 b a 

Para El se tiene centro: (1,5) 

( x  - 1)2 ( y  - 5)2 
b = 3 - 1 = 2  yasí, El:- +-= 1 

4 16 
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Para IE2 se tiene centro: ( 3 , l )  

( x  - 3)2 ( y  - l), b = 3 - 1 = 2  yasí, E,: - +-= 1 
4 16 

( x - 1 ) 2  ( y - 5 ) 2  +-= (x - 3)2 ( y  - 1)2 RESPUESTA. Las ecuaciones son - 1 y ---- + - = 1 
4 16 4 16 

PROBLEMA 8. La cuerda de una elipse a través de un foco y perpendicular al eje mayor 
2b2 

se llama lado recto o cuerda focal. Probar que la longitud del lado recto es - . 

SOLUCION. Consideremos la ecuación de una elipse centrada en el origen y eje mayor 
paralelo al eje X 

' X 2  y2 - + = 1  
a2 b2 

Los extremos de un lado recto tienen abscisas x = fc 

y ordenadas y: 

donde a2  = b2 + c2,  

A s  (., - :] y :) son los extremos de un lado recto. 

2b2 
Luego, la  longitud del lado recto es - . 

PROBLEMA 9. Un techo de 20 mts. de ancho tiene la forma de una semielipse. iCúal 
es la altura del techo a 4 mts. de las paredes laterales, si éste tiene una altura de 18 
mts. en el centro y de 12 mts. en las paredes? 



SOLUCION. Consideramos un sistema de coordenadas cartesianas XY con origen en el 
centro de la elipse. La ecuación de la elipse es 

2 x y2 Y A  
Luego - + - = l .  

100 36 
altura buscada A 4 mts. de distancia de la pared, la abs- 

cisa tiene valor x, = 10 - 4 = 6 y la or- 
paredes 

denada correspondiente yo en la elipse u 
(0,O) 

G2 yo2 cumple - + - = 1 de donde y, = 4.8. x 
100 36 l l I l l l l l l l / l l l l l l l / l 7  

Luego, la altura buscada es 

yo + 12 = 4.8 + 12 = 16.8 

RESPUESTA. El techo tiene 16.8 mts. de 
altura a 4 metros de las paredes laterales. 

3.5 PROBLEMAS PROPUESTOS 

PROBLEMA 1. Hallar la ecuación de la elipse con focos en (0,O) y (0,B) y semieje 

menor 3. 

PROBLEMA 2. Hallar la ecuación de la elipse con centro en (-1, l) ,  semieje mayor 3 y 

excentricidad 213 si el eje mayor es horizontal. 

PROBLEMA 3. Un arco tiene la forma de una semielipse. ¿Qué tan ancho es el arco a 
una altura de 6 m sobre la base, si éste tiene 32 m de ancho en la base y una altura de 
12m? 

PROBLEMA 4. Hallar la ecuación de la elipse con vértices en (-1, - 1) y (3,3) y excen- 

tricidad e = b. 

PROBLEMA 5. Una elipse con centro en el origen tiene un vértice en (-4,3). Hallar la 

ecuación de la elipse si la longitud del lado recto es 1512. 

2b2 
Nota. Lado recto = - , por el problema 8,3.4. 
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PROBLEMA 6. Hallar la ecuación de la elipse con vértices en (2,O) y (2,6) y uno de 
los focos en (2,5). 

PROBLEMA 7. Hallar una ecuación de la elipse con centro en (6, l), vbrtice en (0, - 5) 
y un foco en el eje X. 

RESPUESTAS. 

6. 84x2 +391y2 + 24xy- 1875 = 0; focos (2,-t) ,  (-24) 





4.1 DEFINICION. Una hipérbola es el con- 
junto de todos los puntos del plano euclideano 
R~ tales que que la diferencia de sus distancias 
a dos puntos fijos es en valor absoluto una 
constante. 

Así, si F, y F, son dos puntos fijos de R' y a es 
un real positivo, se tiene 

= { P  = ( x ,  y )  l d ( P ,  F,) - d ( P ,  F2) = ~ 2 a }  
\ 

D 
X 

Una hipérbola se compone de dos ramas H1 y 
Hz definidas por 

Hl = { P  = ( x ,  y )  1 d(P,  F l )  - d ( P ,  4 )  = -2a} 

H, = { P  = ( x ,  y )  1 d ( ~ ,  F,) - d ( P ,  ~ 2 )  = 2a} 

4.2 NOTACION Y PROPIEDADES 

1. Los puntos Fl y F2 se llaman focos de la hipdrbola. 
- 

2. El punto medio F, = b(Fl  + F2 ) del segmento F,F, se llama centro de la hipi?rbola. 



3. La hipérbola M corta la recta X' que pasa por los focos en exactamente dos puntos 
Vl y V .  que se llaman vértices de la hiperbola. Se cumple 

d(Vl ,  F,) = d(V2,  F, t a )  

El segmento V1V2 se llama eje transversal y posee longitud 2 a .  

4. Si c = d ( F , ,  F o ) = d ( F 2 ,  F,) entonces c > a .  

2 2 2  Hagamos b = c - a  y designe- 
mos por Y' la recta que pasa por 
F, y es perpendicular a X' .  Sean 

B, y B2 los puntos de Y' que 
distan b de F,. 

Se tiene d ( B , ,  F o ) = d ( B , , F o ) = b  

El segmento BlB2 se llama eje 
conjugado y tiene longitud 2b.  

5. Los números a y b se denominan 
semieje transversal y conjugado, respectivamente. 

C 
El número e = - se llama excentricidad de la hipérbola. Observemos que e > 1 

a 

6. Decimos que una hipérbola es equilátera si a = b ,  es decir si  los semiejes trans- 
versal y conjugado son iguales. 

Empleando la relación c = .\la2 + b2 , es fácil de ver que una hipérbola es equi- 
latera si y solamente si e = 6. 

4.3 ECUACION DE LA HIPERBOLA CON EJE TRANSVERSAL PARALELO A UN 
EJE DE COORDENADAS CARTESIANAS 

TEOREMA. 

1) La ecuación de una hipérbola cuyo eje transversal es paralelo al  eje X es 

centro de la hipérbola: (h ,  k )  

Y donde se tiene que vértices de la hipérbola: (h, k) y ( h  + a ,  k) 

focos de la hipérbola: ( h  - c, k) y ( h  t c, k);  c = ~/m 



2) La ecuación de una hipérbola cuyo eje transversal es paralelo al eje Y es 

[centro de la hipérbola: (h,  k)  

Y donde se tiene que vértices de la hipérbola: (h, k  - a )  y (h,  k + a )  1 
[focosdelahipérbola: ( h , k - c )  y (h ,k+c ) ;  c=dm 

Asíntotas de la Hipérbola 

( x -  h)2 ( y -  k)2 
1. Se llaman asíntotas de la hipérbola - - - - 

2 
- 1 

a b2 

í 
a  a las rectas 
b  

L2: Y =  k - - ( x - h )  
a  

que se obtienen igualando a cero el segundo miembro de la ecuación de la hipérbola. 

Así, los puntos de las asíntotas son aquellos que satisfacen la ecuación 

Las asíntotas L, y L2 son dos rectas que pasan por el centro de la hipérbola y for- 
man con el eje transversal de ésta un ángulo a con tg a = I b/a.  

Propiedad de las Asíntotas. Si P(x,  y) es un punto de la hipérbola, entonces la 
distancia de P  a la asintota m& próxima tiende hacia cero a medida que 1x1 crece 
indefinidamente (ver problema resuelto NqO). 

( y  - k12 ( x  - h)l 
2. De igual modo se llaman astntotas de la hipérbola - - - - 

2 
- 1 

a  b2 

a  
L,: y = k + - ( x - h )  

a las rectas 
b 
a  

L2: Y =  k - - ( x - h )  
b 

que se obtienen igualando a cero el segundo miembro de la ecuación de la hipérbola. 



Hipérbola con eje transversal paralelo al eje X 

4.4 HIPERBOLAS CONJUGADAS 

Decimos que dos hipérbolas son conjugadas si tienen los ejes transversales y conjuga- 
dos intercambiados. 

En forma explícita, las hipérbolas H y H' son conjugadas si se cumple 

V,V, = eje transversal de H = eje conjugado de H' 

Y 

B,B2 = eje conjugado de H = eje transversal de H' 

Por ejemplo,, las hipérbolas 

son conjugadas. 

Dos hipérbolas conjugadas tienen las 
mismas asíntotas. 

Hipérbolas conjugadas 

4.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos son los vértices de la elip- 

se 25x2 + gy2 = 255 y cuyos vértices son los focos de la elipse. 
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X 2  y2  
SOLUCION. De la ecuación de la elipse - + = 1  

9 25 

obtenemos 2 2 a -25, b 2 = 9  y c =16.  

Por lo tanto, vértices de la elipse: (0, - 5), (0,5); 
focos de la elipse: (o, - 4) , (o, 4) ; 

Luego se tiene focos de la hipérbola: (0, - 5),  ( 0 ,5 ) ;  
vértices de la hipérbola: (0, - 4), (0,4) ; 

centro de la hipérbola: (0,O). 
La ecuación tiene la forma 

donde A = 4 , C = 5  y B = . / m = . / m = 3  

y2 X 
2 

Se sigue entonces que - - - = 1 es la ecuación requerida. 

y2 x 
2  

RESPUESTA. - - - = 1 

PROBLEMA 2. El costo de producción de 
un artículo es $12 menos por unidad en 
un punto A que en un punto B. Si la 
distancia de A a B es de 100 Kms., la 
ruta de entrega está a lo largo de una 
línea recta y el transporte cuesta $0.20 
por unidad por Km; ¿cual es la curva en 
cualquier punto de la cual cueste lo 
mismo un artículo transportado desde A 
o B? 

SOLUCION. Tracemos un sistema rec- 
tangular de coordenadas como se muesra en la figura 
Designemos los siguientes costos por unidad de artículo 

p = costo de producción en B 

CA = costo en P de mercancía proveniente de A 

CB = costo en P de mercancía proveniente de B 

Desde que costo total = costo de producción + costo de transporte 



se tiene 

C, = ( p  - 12) + 0.20 d ( A ,  P )  

Ahora bien si P  = ( x ,  y )  es un punto en el cual C, = C, 

entonces se tendrá que 

( p  - 12) + 0.20 d ( A ,  P )  = p + 0.20 d (B ,  P )  

Luego P se encuentra en la rama derecha de la hipérbola con focos en A  = (-50,O) y 

B = (50,O) y cuya ecuación es 

RESPUESTA. Rama derecha de la hipérbola 16x2 - g y 2  = 14 400 

PROBLEMA 3. Hallar una ecuación del conjunto de todos los puntos P  = ( x ,  y )  tales 

que la distancia de P a (1 ,2 )  es 3/2  de la distancia de P  a la recta y  = -1 . 

SOLUCION. Sean Fo = ( 1 2 )  y L: y  = -l .  

Si P = ( x ,  y )  cumple d ( P ,  Fo) = 2 d ( P ,  L)  

entonces se tiene ,/m = + ( y + l )  

Y completando cuadrados 

obtenemos 



(Y++)2 ( X - I ) ~  
RESPUESTA. Una ecuación es - -=  

81 
1 

324 - - 
25 5 

que representa una hipérbola con centro en (1, -y), eje transversal paralelo al eje Y 

y semiejes transversal y conjugado $ y 9, respectivamente. 

PROBLEMA 4. Sea k +. O .  Probar que la ecuación xy = k es la ecuación de una hipér- 
Sola equilatera efectuando la rotación de 45" del sistema de coordenadas XY dada por: 

SOLUCION. Sustituyendo las expresiones de x,  y, dadas por las ecuaciones de cambio 
de coordenadas en xy = k , obtenemos 

que representa una hipérbola equilátera con eje transversal X' o Y' según sea k > O o 
k < O .  

PROBLEMA 5. Sean e un número real > 1, F un punto fijo y L una recta que no con- 
tiene a F. 

1) Probar que los puntos P del plano cuya distancia del punto F es e veces la dis- 
tancia de la recta L, forman una hipérbola. 

2) Si a y b son los semiejes transversal y conjugado de la hipérbola y si 

c =Jn, probar que c = e a .  

Nota. Llamamos foco al punto F, excentricidad al número e y directriz a la recta L. 

SOLUCION. 

1) Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas XY con origen en el punto F 
tal que el eje X sea perpendicular a la recta L y orientamos X positivamente en el 
sentido de la recta L al punto F. 

Se tiene así F=(O,O), L: x = - d ,  

donde d = d ( F ,  L). 

Designemos con P = (x,  y )  un punto tal que d(P ,  F )  = ed(P, L) . 



Se tiene entonces 

2 e2d2  
complendo c a a d o s  (1 - [. - 71 + y = - 2 

1 - e  1 - e  

e2d2 
y dividiendo entre 7 se obtiene 

1 - e  

2 
El primer denominador es >O, y el segundo es < O ,  pues e > 1 implica e > 1 y 

2 
1 - e  <O. Por lo tanto, la ecuación representa una hipérbola con centro en 

[q , O) y eje transversal paralelo al eje x 
1 - e  

2 )  Si a y b son los semiejes transversal y conjugado de la hipérbola respectivamente, 
de acuerdo a lo que se acaba de establecer, se debe cumplir que 

Luego 

Por lo tanto c = e a .  

PROBLEMA 6. Hallar la ecuación de la hipérbola cuyas asintotas son y = k*(x - 1) + 2,  

y que pasa por el punto (5, - 912) 
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SOLUCION. Puesto que las asíntotas son 

y - 2 = Q ( x - 1 ) ,  y - 2 = - -  i ( x -  1)> 

multiplicando miembro a miembro, se obtiene 

Luego la ecuación de la hipérbola es de la forma 

donde k debe determinarse empleando la condición de que la hipérbola pasa por el 
punto (5, - f). Haciendo x = 5, y = -q, obtenemos 

(Y - q2 ( x -  1) 
2 

RESPUESTA. - - - = 1 
25 - - 25 
4 9 

PROBLEMA 7. Hallar la ecuación de la hipérbola con focos en (0,O) y (6,O) y excen- 

tricidad e = s. 
SOLUCION. El centro de la hipérbola es (3,O) y la ecuación de la hipérbola tiene la 
forma 

Se tiene además e = 3  2  

2 c  = distancia entre los focos = d[(0, O), (6, O)] = 6 

2 2 2  c  = a  + b  
c = e a  

De (11, (2) y (4): 3 = + a  .> a = 2  
2  2  2 2  y d e  (3)y(5) : b = c  - a 2 = 3  - 2  = 5  

( x  - 3Y Y 
2  

RESPUESTA. - - - = 1. 
4 5 



PROBLEMA 8. Probar que el producto de las distancias de un punto cualquiera de una 
hipérbola a sus asíntotas es constante. 

2 
x  y2 SOLUCION. Consideremos la hipérbola - - = 1 
a b2 

con asíntotas 
b b 

L,: y=-x  o y - - x = o  
a a 

b b 
L2: y = - - x  o y+-=O 

a a 
Sea P = ( x ,  y) un punto cualquiera de la hipérbola. Se tiene 

b 

d ,  = d(P ,  L,) = 

Luego 

teniendo en cuenta que = 1 , pues P es un punto de la hipérbola. 

a2b2 
Así, hemos demostrado que d,d2 = - - - constante. 

a2 + b2 

PROBLEMA 9. Sean A y B dos puntos fijos cuya distancia es d .  Probar que el conjunto 
de los puntos P tales que el dngulo PAB es dos veces el &ngulo ABP, es una hip6rbola 
con excentricidad 

SOLUCION. Supongamos que 't 
Sea P =(%,y) un punto tal que 
áPAB = 2 U P  y hagamos a = U P  

Y 2 tg a Se tiene - = tg 2a = 
x 1-tg2a A = ( O ,  O) 
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Y Sustituyendo tg a en la primera ecuación - = 2 
X 1- -- 

(d:%) 

Y 2 - 3 ~ 2 + 4 d + = d 2 ,  

y completando cuadrados 

2 7d2 
que es la ecuación de una hipérbola con a = - 7d2 , b2=- ; y calculando la excen- 

3 9 

tricidad e: 2 28 c2 = a + b 2 =  -d2 ,  
9 

PROBLEMA 10. Sea H una hipérbola con centro C. Si P es punto culquiera de H y L 
es la asíntota más próxima a P,  demostrar que la distancia d(P,  L) tiende a cero si 

d(P,  C) crece indefinidamente; es decir que se cumple d(P,L,)+O cuando 
d(P,  C) + +m 

SOLUCION. Por simplicidad vamos a suponer que C = (0.0) y que la ecuación de la 

hipérbola es 

b b 
Las ecuaciones de las asintotas son: L, : y - - x = O, L2 : y + - x = 0 .  

a a 
Sea P = (x, y) un punto de la hipérbola. 

De (1) se tiene que Y = &A,/= (2) 
a 

Supongamos que P = (x, y) se encuentra en la parte superior de la rama derecha de la 
hipérbola, es decir que se cumple x 2 a ,  y 2 0.  
Demostraremos que d ( ~ ,  L,) tiende a O 

cuando d(P,O) = Jm = x 1+- tiende a m, i o' 



esto es cuando x -, +OO. 

Calculamos d(P ,  L, ) sustituyendo (2 )  en 

y racionalizando 

Luego, si x -+ +m', entonces el denominador-+ +m, el segundo miembro -P O ,  y por lo 
tanto, d(P ,  L,) + O .  

De modo similar se prueban los casos en que P se encuentra en la parte inferior de la 
rama derecha o en las partes superior o inferior de la rama izquierda de la hipérbola. 

PROBLEMA 1 1. Si h2 + BX + cY2 + DX + E y  + F = O es la ecuación de una hipérbola, las 
asíntotas y = mx + b se obtienen resolviendo las ecuaciones 

Encontrar las asíntotas y el centro de la hipérbola 

l 0 x ~ + l ~ ~ - 6 ~ ~ - 8 2 ~ - 9 ~ + 2 6 2 = 0  

SOLUCION. Utilizando las ecuaciones (*) 

10+l lm-6m2 = O  
llb-12bm-82-9m=O 

Las raices de la ecuación (1) son 

m = 
l l +  & 

12 

- 1 y 2  
que sustituidas en (2) dan 

b = { 4 

Las asíntotas son L1: y = # x - +  
L2: y=-+x+4  



El centro de la hipérbola es el punto de intersección de las asíntotas. Resolviendo las 
ecuaciones (3) y (4) obtenemos 

x = 3  y = 2 .  

4.6 PROBLEMAS PROPUESTOS 

PROBLEMA 1. Hallar los focos, vértices, excentricidad y asíntotas de la hipérbola 
25x2 - gY2 = 225 

PROBLEMA2. Hallar la ecuación de una hipérbola cuyas asíntotas son 
5 y  + 12x - 39 = 0 ,  5y - 12x + 9 = O,  y que pasa por el punto (-8,3). 

Sugerencia. Usar la propiedad de que si P es un punto de la hipérbola y d(P, L,) y 

d ( P ,  L2) son las distancias de P a las asíntotas, entonces 

d ( P ,  L, ) x d ( P ,  L2) = constante = k (Ver problema resuelto N%). 

PROBLEMA 3. Hallar la ecuación de una hipérbola con eje transversal paralelo al eje 
X, excentricidad 513 , y que pasa por los puntos (4, O), (-2,2) y (- 1 i/4,5) 

PROBLEMA 4. Hallar la ecuación de una hipérbola equilátera cuyo centro es el origen 
y que tiene sus focos sobre la recta y = *x a una distancia 5 del origen. 

PROBLEMA 5. Hallar la ecuación de la hipérbola con centro en (-1 O), sus focos en el 

eje X y que pasa por los puntos (4, O) y ( 5 f i  - $12) 

PROBELMA 6. Si 4x2 + 5xy + + 3x + 2y - 7 = 0 es la ecuación de una hipbrbola, 
hallar las asíntotas y el centro de la hipérbola. 

PROBLEMA 7. Probar que no existe ninguna recta y = mx que corta a la hipérbola 
2 2 x - y = 1 en exactamente un punto. 

PROBLEMA 8. Las asíntotas de una hipérbola forman un ángulo de 60' con el eje 
transversal. Hallar la excentricidad de la hipérbola. 

PROBLEMA 9. Se llama lado recto o cuerda foca1 de una hipérbola a la cuerda que 
pasa por el foco y es perpendicular al eje transversal. Probar que la longitud del lado 

2b2 
recto es - , donde a y b son los ejes transversal y conjugado, respectivamente. 

a 

PROBLEMA 10. La hipérbola H tiene las asíntotas 2x - 3y + 12 = O y 2x + 3y = O.  Si 
un vértice de H es (0,2), hallar la ecuación de H. 



PROBLEMA 11. Sea la hipérbola 4x2 - 3y2 = 36. Hallar la ecuación de la cuerda cuyo 
punto medio es ($,3). 

RESPUESTAS. 

1. focos: (-a, O), (a, O); vertices: (-3, O), (3, O); 

excentricidad: e = & / 3  ; asíntotas: y = *$x. 

6. Asíntotas: 3x + 3y = -1, 12x + 3y = -5 ; Centro: (--$,+). 



5.1 DEFINICION. Una sección cónica C es el conjunto de los puntos del plano tales 
que su distancia a un punto fijo F es e veces su distancia a una recta fija L. Así, C 
consiste de todos los puntos P que cumplen 

d ( P ,  F )  = e d ( P ,  L) 

Se llama foco al punto F, directriz a la recta L y excentricidad al número e 2 0. 

Tenemos el siguiente resultado: 

5.2 TEOREMA. 
1) Si O S e < 1 ,  entonces C es una elipse. 

2) Si e = 1, entonces C es una parábola. 

3) Si e > 1, entonces C es una hipérbola. 

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que 
F = (O, O) y que L es la recta x = -d, donde 
d = d ( F ,  L ) .  Si P ( x ,  y) es un punto de C, 

entonces se cumple que 



De ( 1 )  se tiene, J x 2  + y 2  = e  Ix+dl, 

y elevando al cuadrado ambos miembros y agrupando términos en x ,  llegamos a: 

( 1 - e 2 ) x 2 - 2 e 2 d x + y 2  = e2d2  

Si e  # 1  entonces la ecuación (2) se puede escribir 

completando cuadrados 

2 e 2 d  

1 - e  1 - e  

e2d 
y dividiendo por 7 

1-e  
2 

1 - e  y2  
+ - =  1  

e 2 d 2  e 2 d 2  

y esta ecuación es equivalente con ( 2 )  si e + 1. 

Podemos concluir que C es 

1. una parábola si e  = 1, ya que entonces la ecuación ( 2 )  es y2 = 2dx + d Z  

Y2 = 4 p ( x -  h) 

donde 4 p = 2 d ;  h = - i d  

( ~ - h ) ~  y2  
2. una elipse si e  < 1 ,  ya que entonces la ecuación (3) es + - = 1 ,  donde 

a b2 

a2 = 
e2d2  e2d2 > b 2 = -  

e2d2 
2 

> O ,  pues e < l  y h = - 2 
(1 - e212 1- e  1 - e  
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3. una hipérbola si e > 1, ya que entonces la ecuación (3) es 

5.3 TRASLACION DE EJES 

Sea el sistema de coordenadas carte- 
sianas XY. Decimos que un sistema de 
coordenadas cartesianas X Y' ha sido 
obtenido por traslación de los ejes X e Y 
al punto O' si se cumple que: 

1) El origen XY' es O' 

2) Los ejes X y X' son paralelos y tienen 
el mismo sentido. 

3) Los ejes Y e Y' son paralelos y tienen 
el mismo sentido. 

Un punto P cualquiera del plano admite dos pares de coordenadas: 

uno, el par (x, y) referido al sistema XY 
y otro, el par ( x ' ,  y') referido al sistema XY' 

Si (h, k) son las coordenadas XY del punto O', entonces las eeuaciones entre los pares 

de coordenadas (x, y) , (x', y') del punto P son: 

EJEMPLO 1. Trasladar los ejes XY de modo que la ecuación x3 + 3x2 + 2y + 8 = O refe- 
rida a los nuevos ejes no contenga términos de segundo grado, ni término constante. 

SOLUCION. Sean x = x ' + h ,  y = y 1 + k  

las ecuaciones de traslación de ejes, donde (h. k)  es el origen del sistema de coorde- 
nadas XY' . 



Sustituyendo en la ecuación dada, se tiene: 

( ~ ' + h ) ~  - 3 ( ~ ' + h ) ~  + 2 ( y t + k )  + 8  = 0 ,  

desarrollando y agrupando términos: 

Puesto que los términos de segundo grado y el término constante deben ser nulos, debe 
cumplirse 

h - 1 = 0  

ecuaciones que resueltas dan h = l ,  k = - 2 .  
Luego, habra que trasladar los ejes XY al punto (1 ,  - 2 ) ,  y referida a los nuevos ejes 
XY ' la ecuación toma la forma 

x t3  - 3 x 1 + 2 y ' =  o 

EJEMPLO 2. Hallar una traslación de los ejes de tal forma que la ecuación 

2 2 3 ~  - 2 y  + 6 ~ - B y - 1 1 =  O 

referida a los nuevos ejes, no contenga Grminos de primer grado. 

SOLUCION. 

ler. metodo. Partimos de la ecuación de traslación de los ejes x = x' + h  , y  = y' + k  , y 
procedemos como en el ejemplo anterior. 

2do. metodo. Completamos cuadrados en la ecuación dada. 

3(x2 + 2 x )  - 2 ( y 2  + 4 y )  - 11 = 0  

3(x2 + 2 ~ + 1 ) - 3 - 2 ( ~ '  + 4 y + 4 ) + 8 -  1 1 = 0  

3 ( x + l ) ' - ~ ( y + 2 ) ~  - 6 = 0 ,  

que se escribe 3xV2 - 2 3 1 ~ ~  - 6 = O ,  
si efectuamos la traslación x' = x  + 1  , y' = y  + 2 

5.4 PROBLEMAS PROPUESTOS 

PROBLEMA 1. Expresar x2 + xy + y2 - 3x  + 2  = O respecto de un sistema de coordena- 
das obtenido por traslación de ejes, si la ecuación resultante no contiene términos de 
primer grado. 



La Ecuación General de Segundo Grado 107 

RESPUESTA. xf2  + x'y' + y'2 - 1 = 0 

PROBLEMA 2. Se han trasladado los ejes XY a un punto O'. Si la ecuación 3x - 2y = 6 
referida a los nuevos ejes no contiene término constante y la distancia de O' al origen 
XY es 5, hallar las coordenadas del punto O' . 

RESPUESTA. O' = (4,3), O' = (-3, - S)  

5.5 ROTACION DE EJES 

Consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas XY y XY'  con origen común 
O. Sean (x,y) las coordenadas en XY, y ( x ' , ~ ' )  las coordenadas en XY' de un punto 

cualquiera P del plano. Decimos que el sistema de XY'  ha sido obtenido rotando en 
un ángulo 0 el sistema XY si se cumplen las siguientes condiciones 

Estas ecuaciones entre las coordenadas de 
un punto pueden obtenerse gráficamente 
en la forma que a continuación des- 
cribimos. Para simplificar la exposición 
vamos a suponer que el ángulo de rotación 

Y, 
0 estA comprendido entre 0' y 90'. 

Sean A y C, los pies de las perpendiculares 
trazadas desde P a los ejes X y X' res- 
pectivamente, y B y D los pies de las per- 
pendiculares trazadas desde C al eje X y al 
segmento D, respectivamente. 

Es faicil ver que QPC = 8. 

Se tiene x = d(0, A) = d(0, B)-d(A, B), 

pero d(0, B) = x'cos0 (en el triángulo OBC) 

d(A, B) = d(D, C) = y' sene (en el triángulo DPC) 

y por lo tanto x = X ' C O S ~  - y'sene 

En forma similar se tiene y = d(A, P )  = d(A, D) + d(D, P) , 

pero d(A,  D) = d(B, C) = xfsenO (en el triángulo OBC) 

d(D, P) = y'cos0 (en el triángulo DPC) 

por lo tanto 
y = x' seno + y'cos8 



Nota. 

1. Si despejamos x' e y' en las ecuaciones (1) obtenemos 

X' = xcose+ysenO 

y' = -xsen0 + y cos 0 

2. Las ecuaciones (1) o (4) se llaman ecuaciones de rotación de ios ejes, y la relación 
que ellas definen entre los pares de coordenadas ( x ,  y), ( x ' ,  y'), se denomina una 

(transformación de) rotación. 

3. Si hacemos u = cose y u = s e d ,  las ecuaciones (1) se expresan 

x = ux' -uy' , y = ux' + uy' 

junto con la condición adicional u2 + u2 = 1, que es otra forma de definir la rotación. 

En muchos problemas de rotación de ejes no es necesario conocer el ángulo 0 , sino 
más bien los números u y u. 

5.6 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. ¿Qué rotaciones de coordenadas transforma la ecuación 
2x2 + 3xy + 2y2 = 4 en la ecuación 7xt2 + y t 2  = 8 ? 

SOLUCION. Sean las ecuaciones de rotación de ejes 
2 2 

x=rwc'-vy' , y=ux '+uyt  , u + u  = 1 

Remplazando x, y en la ecuación dada 
2 

2 ( u ~ ' - V ~ ' ) ~  + ~ ( ~ X ' - U ~ ' ) ( ~ X ' + ~ ~ ~ ) + ~ ( U X ' + U ~ ~ )  = 4 

2 
2(U2Xf2 - 2uvxjIr + u2y t2 )  + 3(UVX'2 + u2xy1 - U x)y1 - uuyt2) + 

+ 2(u2xt2 + 2uuxty' + u2yt2) = 4 

Agrupando términos y multiplicando por 2 resulta 

2(2u2 + 3uv + 2u2)xt2 + 6(u2 - v2)xfY' + 2(2v2 - 3uu + 2 ~ ~ ) ~ ' ~  = 8 

Por el enunciado del problema debemos tener 

2(2u2 + 3uu + 2u2) = 7 

2 6(u2-u ) = O  

2(2u2 - 3uv + 2u2) = 1 
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2 2 De las ecuaciones (1 )  y (3 )  u +u2 = 1, u 2  - u  =O,  obtenemos 

sustituyendo estos valores de u y u en ( 2 )  y (4 )  vemos que 

& f i  u=-, u = -  & y u=-- %E , u = - -  , cumplen todas las condiciones. 
2 2 2 2 

2 y ' ,  Y = q x ' + q y '  , y RESPUESTA. Las rotaciones son x = q x '  - - 

x = - - X  ' +- f y ' ,  y = T ~ .  JZ + T y . i  J2 que corresponden a un ángulo rotado de 45' y 2 

2 ~ 5 ~ ,  respectivamente. 

2 PROBLEMA 2. Simplificar la ecuación 1 lx2 - 24xy + 4 y + 6 x  + By - 45 = 0 por una 
rotación y traslación de ejes. 

SOLUCION. 

Paso 1. Mediante una rotación eliminamos el término diagonal xy. 

Sea x = ux' - vy' , y = vx' + uy' donde, u 2 + v 2 = 1 , 
una rotación que elimina el término x ' y ' .  
Reemplazando x, y en las ecuaciones tenemos 

Puesto que el término en x'y' debe ser nulo 

2 2 -14uv + 24(-u + u ) = O o 7uv = 12(u2 - u 2 )  

Resolvemos las ecuaciones (1 )  y (3). Elevando al cuadrado (3)  y reemplazando 
2 2 u = l -  u obtenemos 

49u2vZ = 144(v2 - 
2 

49u2(1 -u2 )  = 144(1-2u2) 

4 2 2 o, u - u + 144 = 0 ,  que resuelta para u da 625 



Debemos verificar si estos valores de u y u cumplen la ecuación (3). 

Si u = I+ y u = I# entonces el segundo miembro de (3) es negativo, y por con- 
siguiente u y v deben tener signos opuestos. 

Así, (u,u)=(a,-$1 o (-*,a).  
Similarmente ( ~ , ~ ) = ( 6 , 5 )  0 (-8,-3) 
De esta manera vemos que hay 4 rotaciones posibles que eliminan el témino en x'y' . 
Vamos a elegir la rotación dada por u = Q, u = 3 .  
Sustituyendo estos valores en (2) obtenemos 

Paso 2. Mediante una traslación de ejes eliminamos el término lineal 10xt : 

X 
2 

-x12 + 4y12 + 16 = O - - - - 1 donde x, = x' + 5, y, = y' 
16 4 

x 2 

RESPUESTA. 1 - - - - 1. 
16 4 

Nota. Hay otras soluciones correspondientes a las rotaciones restantes. De una ma- 
nera más precisa, para el problema que acabamos de tratar se obtienen finalmente dos 
formas simplificadas, a saber: 

PROBLEMA 3. Hallar el ángulo que hay que rotar los ejes para eliminar el ténnino 
cuadrático o diagonal xy de la ecuación x2 - 2fixy + 3y2 - 8& - By = O 

SOLUCION. Consideremos la rotación x = xtcosO - y'sene , y = x'sen0 - yfcosO. 
Sustituyendo x,y en la ecuación dada, el coeficiente de x'yt resulta ser 

4senB cose - 2J3(eos20 - sen28) 

y puesto que deseamos eliminar el término en x'y', dicho coeficiente debe ser nulo. Así, 
debemos tener 

4 seno cose - 2&(cos2e - sen28) = 0 

o, en función del ángulo 20, 2sen 20 - 2 4 5 ~ 0 s  20=0  

Luego tg 20 = J3. 
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Como 28 = 60'' satisface tal condición, vemos que 0 = 30' da lugar a una rotación que 
elimina el término xy. 

RESPUESTA. Un ángulo de rotación de 30>. 

LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO. 

5.7 DEFINICION. Se llama ecuación general de segundo grado o ecuación cuadrática 
general en las variables x e y a una ecuación de la forma 

donde A, B, C, D, E y F son constantes reales, y al menos uno de los coeficientes A, B  
o C es no nulo. 

Llamamos discriminante de la ecuación al número A = B2 - 4AC. 

El conjunto de todos los puntos (x ,  Y )  del plano que satisfacen la ecuación se llama una 

curva de segundo grado. 

Las secciones cónicas (elipse, parábola e hipérbola) son curvas de segundo grado ya que 
satisfacen ecuaciones de la forma (1). Sin embargo, hay curvas de segundo grado que 
no son secciones cónicas, por ejemplo: 

(1) La curva x2 + y2 - 4x - 6 y  + 13 = 0 consiste de un solo punto: (2.3). pues si com- 

pletamos cuadrados obtenemos 

(x - + ( y  - 3)2 = O, cuya única solución es (2,3). 
2 (2) La curva x + 4y2  - 4xy + 2x - 4 y  + 1 = 0 es la recta x = 2y + 1, ya que si factoriza- 

mos el primer miembro obtenemos 

( ~ - 2 ~ - 1 ) ~  = o  
2 2 

(3) La curva 2x - 3y - xy = O consiste de las dos rectas 2x - 3y = O y x + y  = O, ya 
que la ecuación se puede escribir 

2 2 (4) La curva x + y - 2xy + 5 = O no tiene puntos, ya que la ecuación puede escribirse 

(x  - Y ) 2  = - 5 ,  que obviamente no tiene soluciones pues el primer miembro siempre 
es no negativo. 

Se suele decir que estos casos constituyen los casos excepcionales o degenerados de las 
secciones cónicas. Se prueba que toda curva de segundo grado es una sección cónica o 
una sección cónica degenerada, aludiendo a los casos que acabamos de mencionar. 



5.8 PROPOSICION. Supongamos que B t  O en la ecuación de segundo grado 

Para eliminar el término en xy mediante una rotación de los ejes el ángulo de ro- 
tación 0 debe cumplir la condición 

A-C 
ctg 20 = - 

B 

Nota. En este caso cos O = , sen 0 = 1- y la rotación viene dada 

por x = x'cos0 - y'sen0 , y = xlsenO + ylcosO. 

Convenio Sobre el Angulo de Rotación. Suponemos que 8 está comprendido entre 
O" y 90°, y por lo tanto 20 se encuentra en los cuadrantes 1 o 11 del plano XY. 

Ejemplo. Mediante una rotación de los ejes simplificar la ecuación 

5 X 2 + 2 4 x y - 5 y 2 + J 1 3 x - 2 J i 3 y + 2 = o .  

A - C  10 5 
S 0 l ~ ~ i ó n .  Se tiene ctg 20 = - = - = - 

B 24 12 

y la rotación es 

Sustituyendo en la ecuación y simplificando resulta 

5.9 TEOREMA. La ecuación de segundo grado Ax2 + Bxy + cy2 + Dx + F = O es la 
ecuación de 

1) una elipse (o elipse degenerada) si B~ - 4AC < 0, 

2) una parábola (o parabola degenerada) si B~ - 4AC = O, 

3) una hipérbola (o hipérbola degenerada) si B~ - 4AC > 0. 

5.10 NOTA. Los casos de degeneración son 

Un punto 
1) Para la elipse 

Ningún punto 
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1 Dos rectas paralelas 

2) Para la parábola Una recta (dos rectas iguales) 

Ningún punto 

3) Para la hipérbola {Dos rectas que se cortan. 

Hagamos un estudio más preciso sobre la naturaleza de la curva 

Supongamos que C + O y sea A = B - 4AC el discriminante de la ecuación. Podemos 

escribir c y 2 +  ( B X + E ) ~  + ( A X ~ + D ~ + F )  = 0  

y resolviendo para y  

El radicando es 

R = (Bx + - 4c(Ax2 + Dx + F )  = (B2  - ~ A C ) X ~  + 2(BE - 2CD)x + ( E 2  - ~ C F )  

El discriminante de esta expresión es 

4(BE - ~ c D ) ~  - 4 ( ~ ~  - ~ A C ) ( E ~  - ~ c F ) .  

Tenemos el siguiente cuadro para la curva 

kr2 + B ~ ~ + c ~ ~  + D ~ +  E ~ +  F = O  (C + 0) 

ESPECIE DE CURVA 

Elipse 

Elipse-punto , 
No tiene puntos 

Parsíbola 

Dos rectas paralelas 

Una recta 

No tiene puntos 

Hipérbola 

Dos rectas que se cor- 
tan 

L 

DISCRIMINANTE 

B 2 - ~ A C C O  

B ~ - ~ A C = O  

B 2 - 4 ~ c > 0  

: 

GENERO DE 
CURVA 

Elipse 

Parsíbola 

Hipérbola 

RADICANDO 

6 > 0  

6 = 0  
6  c  O 

P + O  

p = O ,  q > O  

p = O ,  q = O  

p = O ,  q c 0  

6  # 0  

6 = 0  



donde p=BE-2CD, 

6 = p2 - 4 = (BE - ~ c D ) ~  - ( B ~  - ~ A C ) ( E ~  - ~ C F )  

5.1 1 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Discutir la siguiente curva y simplificarla 

SOLUCION. Se tiene A = 4, B = 4 ,  C = 1 y por lo tanto B~ - 4AC = 0.  Por consi- 
guiente, la curva es una parábola (o parábola degenerada). 
Calculamos la rotación 

A - C  3 1- cos 20 1 
ctg 20 = - = - , seno = 

B 4 JS 
Luego x=*(2xr-y') , y=*(x'+2yt). 

Sustituyendo en la ecuación de la curva obtenemos x t2  + 5&yt - 25 = 0 ,  

que es la parábola xt2 = -5&(yt - &). 

PROBLEMA 2. Determinar la naturaleza de la siguiente curva 

SOLUCION. Se tiene A = 17, B = -12, C = 8. Puesto que B - 4AC = -400, la curva es 
una elipse. Simplificando la ecuación mediante una rotación de los ejes, se tiene 

A - C  3 
ctg 20 = - = - - 3 

. Puesto que O 20 5 180', se sigue que cos 28 = -- . 
B 4 5 

1 + cos20 
Luego = = > a' 
Sustituyendo las ecuaciones x = &(x' - 2yt), y = k ( 2 x '  + y') en la ecuación de la 

curva dada obtenemos 
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2 
5x '+20yt2  - E x ' + * y 1 + 1 3 = ~  3 ( x l - 9 1 2  +4(yt++)  =O, ecuación cuya iinica J5 J5 J5 

solución es el punto (%, - k) . Luego la elipse se reduce a este punto. 

RESPUESTA. La curva es una elipse punto. 

PROBLEMA 3. Sea la ecuación de segundo grado Ax2 + Bxy + cy2 + Dx + Ey + F = 0. 

1) Probar que si B z O ,  entonces un ángulo de rotación 8 elimina al término xy si y 
A - C  

solamente si se cumple ctg 28 = - . 
B 

2) Si A'X' + B'x 'y' + c 'y t2  + D'x' + E 'y' + F' = O es una ecuación obtenida de la ecua- 
ción dada por rotación de los ejes, entonces se cumple la relación 

SOLUCION. Consideremos una rotación cualquiera 

x=xlcosO-yfsen8, y=x'senO+y'cos8 

Sustituyendo en la ecuación dada 

A(r ' cos 0 - y 'seno) + B(x ' cos 0 - y 'sen0)(x 'seno + y 'cos0) + 

+ C(x1sen6 + y 'c0s8)~  + D(x' cose - y'sen0) + E(xtsen8 + y'cos8) + F = O 

obtenemos A ' x ' ~  + ~ ' x ' y '  + ~ ' y "  + D'x' + E'y' + F' = o,  

donde 

1) Para que el término B'x'y' sea cero se requiere que B' = O ,  o sea 

cos 28 A - C  
(-A+C)sen28 + Bcos20=0 ctg28 = - = -. 

sen 20 B 

2) Debemos probar que Bt2 - 4A'C' = B2 - 4AC. 



Empleando las expresiones que hemos calculado y llamando u = cose, u = seno, de 
2 modo que u + v2 = 1, tenemos 

-4A'C' = - 4Au2 + Buu + Cu [ 2 ]  [Av2  - Buu + c u 2 ]  

2 2 2  
= -4A u v  + ~ABU" - 4ACu3 - 4ABuv3 + 

2 2 2  + 4B2u2u2 - ~ B C U ~ V  - 4ACu4 + ~ B C U U ~  - 4C U U 

Sumando miembro a miembro nos da 

2 2 2  B ' ~  - 4AtC' = B2(u2 - v2)? - 8ACuZv2 - 4 A c u 4  + 4 B  u v  - 4ACu4 

= B ~ ( u ~  + u ~ ) ~  - 4 A c ( u 2  + u ~ ) ~  = B 2  - 4 A C ,  

2 2 puesto que u + v = 1. 

2 PROBLEMA 4. Hallar la excentricidad de 9x2 - 4xy + 6 y  - 12x - 4 y  + 4 = 0. 

SOLUCION. Se tiene A = 9 , B = -4 , C = 6 .  Luego g 2  - 4AC = -200 y la curva es 
una elipse. Efectuamos una rotación para eliminar el término cuadrático xy 

A - C  3 
ctg 29 = - = - - 

B 4 '  

dedonde cos28=-$, c o s Q = L ,  s e n O = L .  J5 J5 
Sustituyendo las relaciones x = & ( x  '  - a y 1 ) ,  y  = (2x'  + y ' )  

en la ecuación dada se obtiene 
2 2 g ( x t  - 2y ' )  - $(x l  - 2y1)(2x' - y ' )  + 6(2xt  + y')  - $(x' - 2y')  - - f ( 2 x f  + y ' )  + 4 = 0 

D 
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PROBLEMA 5. Hallar la excentricidad de la curva 4xy - 3x2 - 16 = 0. 

2 SOLUCION. Escribimos 3x - 4xy + 16 = 0. 

Luego 2 A = 3 ,  B=-4, C=O y B -4AC=16>0.  

Por lo tanto, la curva es una hipérbola. 
Efectuamos una rotación de los ejes para eliminar el término xy 

A-C 3 3 1 2 
ctg2e=-= -- y C O S ~ ~ = - -  , cose=- 

B 4 5 

La rotaciónes ~ = ~ ( x ' - 2 ~ ' )  , y=&(2xt+y ' ) .  

Y sustituyendo en la ecuación 
2 r 2 

* ( ~ ' - 2 ~ ' )  - ~ ( ~ ' - 2 ~ ' ) ( 2 ~ ' + ~ ' ) + 1 6 = 0  -x  +4y '2+16=0  

x f2  
o - - - =  y'2 1. 

16 4 

2 2 c J5 Luego a = 1 6 ,  b2 = 4 ,  c2 = a  +b2 = 2 0 ,  e=-=- 
a 2 

RESPUESTA. e = $ 

PROBLEMA 6. Hallar la ecuación de una hiperbola equiletera que pasa por (-6,4), 

(3, - 5) , (610)  Y (2,3) 

SOLUCION. 

Paso 1. En primer lugar probaremos que si 

A + ~ + B x ~ + c ~ ~ + D x + E ~ + F = o  

es la ecuación de la hipérbola equilzitera, entonces A + C = O 

En efecto, supongamos que efectuamos una rotación de los ejes que elimina el término 
cuadrzitico xy, de manera que la ecuación de la curva referida a los nuevos ejes es 

A ' x ' ~  + c'yf2 + Dfx' + E'y' + F' = O (2) 

donde A' = Ams2 0 + Bsen0cose + csen20 

C' = Asen20 - Bsen0 cose + ccos2 0 



Sumando miembro a miembro obtenemos 

A' + C' = ~ ( c o s ~  O + sen28) + c(sen28 + cos2 O) 

o sea que A 1 + C ' = A + C  (3) 

Ahora bien, puesto que (2) es la ecuación de una hipérbola equilátera se cumple 
A '+Cf  = O .  Luego de (3) se sigue que A + C =  0. 

Paso 2. De acuerdo al paso 1 la ecuación de la hipérbola es 

Suponiendo que A # O ( por supuesto, también podríamos suponer que B + O )  y di- 
vidiendo la ecuación entre A, se obtiene 

Reemplazando las coordenadas de los puntos (-6,4), (3, - 5), (6, lo), (2,3) obtenemos 
el sistema de ecuaciones 

20-24b-6d+4e+ f = O 

que resuelto da b =$, d = -%, e = -12, f = 43 

2 RESPUESTA. 2x2 - 2y + 7xy - 23x - 24y + 86 = O. 

PROBLEMA 7. Probar que si B~ - 4AC > O , entonces la curva 
A X ~  + Bxy + cY2 + Dx + Ey + F = O es una hipérbola. 

X)LUCION. Efectuando una rotación de los ejes que elimine el término cuadratic0 %y 
se obtiene 

A ' x ' ~  + c'yf2 + D'x' + E'yt + F' + E ' ~  = O (1) 

Por la parte 2 del problema 3, los discriminantes de las ecuaciones son iguales 
4 A ' C '  = B~ - 4AC, y siendo B2 - 4AC > O por hipótesis, obtenemos A'C' < O. Luego 
A' y C' tienen signos opuestos. 
Completando cuadrados en (1) obtenemos 
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DI2 E f 2  

donde R = - F f + - + - .  
2Af 2 A f  

Debemos considerar dos casos: 
2 

(.f.$)' + [Y'+$) 
Caso 1. R + O.  Entonces (2) se escribe R R = 1 

R R 
que es una hipérbola con ejes paralelos a los ejes XY' puesto que - y - tienen 

A' C' 
signos opuestos. 

Caso 2. R = O .  Entonces (2 )  se escribe 

que representa dos rectas que se cortan. 

En resumen, si B~ - 4AC > O entoces la ecuación 

representa a una hipérbola o dos rectas que se cortan. 

PROBLEMA 8. Se llama cuerda focal de una cónica a un segmento de recta que pasa 
por el foco y cuyos extremos se encuentran en la cónica. Probar que si dos cuerdas 
focales de una parábola son perpendiculares, entonces la suma de los inversos de sus 
longitudes es una constante. 

SOLUCION. Consideramos la parAbola y2 = 4d(x + d) con el foco en el origen. 
Entonces una recta que pasa por el foco es de la forma y = mx. 
Calcularemos la longitud de la cuerda determinada por los puntos de intersecci6n de la 
recta con la parábola. 
Sustiuyendo y = mx en la ecuación de la parabola tenemos 



2d + 2 d J 1 + m 2  
cuyas raíces son X 1 7  x2 = 2 7 

m  

X 1  -x2  = 
4d  J l + m 2  

y por lo tanto 
2 m 

Luego P, = (x, ,  m*,), P2 = (x2,  mx2) determinan una cuerda foca1 cuya longitud es 

1  
De igual manera para la recta y = --x perpendicular a la recta dada, la longitud de 

m  
la cuerda dada es 

De (1)  y (2)  se sigue que 

1 1  
2 m 1  1  + = - = constante. 

4 d ( l + m 2 )  4d 

5.12 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

Simplificar las siguientes ecuaciones mediante rotación y traslación de los ejes e 
indicar la naturaleza de la cónica que representan. 
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Haciendo uso del discriminante y del radicando de la ecuación de segundo grado, 
identificar las siguientes curvas: 

18- Una cuerda pasa por el foco F de una sección cónica tiene sus extremos P, y P, 
sobre la curva. Probar que 

1 1 = constante. 

19. Hallar la ecuación de (la recta que contiene a) la cuerda de la curva 
4x2  - 33r2 = 36, si se sabe que el punto medio de la cuerda es (4.2). 

20. Sea la ecuación de una elipse x2 + ry + 2y - x + 3y + F = 0 .  

Hallar los valores de F para los cuales la curva es 

a) una elipse; 

b) una elipse punto, ¿cuiil es el punto?;, 

C )  una elipse sin puntos. 



RESPUESTAS 

x , , 2  

1. Elipse: - + y"2 = 1. yW2 x t t2  2. Hipérbola: - - - = 1. 

t t 3. Parábola: x U 2  = 'y m -  

4. Parábola dos rectas paralelas: y" = -L , y" = 2 , o en coordenadas XY: m m 
2 ~ - 3 ~ + 1 = 0 , 2 ~ - 3 y - 2 = 0 .  

5. Hipérbola: xH2 - y " 2  = 1. 

x t t 2  6. Elipse: - +-=l. 

7. Hipérbola dos rectas. 

x f 2  8. Elipse punto: - +-= O, o ( ~ " , ~ " ) = ( 0 , 0 ) .  

x t t 2  y f t 2  10. Elipse sin puntos : - + =  -1. 
O 0 

11. Hipérbola dos rectas que se cortan. 

12. Elipse. 

14. Hipérbola. 

13. Elipse sin puntos. 

15. Parábola. 

16. Elipse punto. 17. Parábola: dos rectas paralelas. 

20. a) F < 2 ,  

b) F = 2 la elipse punto es (1, - 1) 

C) F > 2 .  



6.1 DEFINICION. Consideremos un intervalo abierto I que contiene al punto a .  Sea 
f (x) una función a valores reales definida en todo punto x de 1, x + a .  Decimos que 
un número real L es el límite de f(x) en a ,  o que f (x) tiende a L cuando x tiende 
a l  punto a ,  si dado E > O, exista un 6 > 0 tal que O < Ix - a1 e 6 ,  x en I implica 

l f ( x ) - ~ I  < E 

En este caso escribimos lim f (x) = L 
x+a 

Consideremos la gráfica de la función f(x) 

y ubiquemos al punto (a, L). 

La afirmación que L es el límite de f(x) en 

a significa que para cada E > 0,  por peque- 
ño que sea, debe existir un número 1i > O 
tal que todos los puntos (x, f(x)) de la 

gráfica de f (x) , con x # a ,  deben encon- 

trarse en el rectángulo comprendido por 
las rectas x = a - S ,  x = a + 6 ,  y = L - E ,  
y = L + E .  intuitivamente, lim f (x) = L sig- 

X+Q 

nifica que los valores de f(x) se aproxi- 

man a L tanto como se quiera, cuando x se 
aproxima al punto a ,  pero siempre con la 
condición de que x sea distinto de a. 

a-6 a a+6 
intervalo I 



3 
x - 1  EJEMPLO 1 .  Usando la definición de límite, determinar lim - 

x-bl x - 1  

SOLUCION. 

1. En primer lugar estimamos por simple inspección el posible límite. 
Ahora bien, si x se aproxima a 1, tanto en el numerador x3 - 1 como el denominador 
x - 1 se aproximan a O, y por consiguiente, el cociente se aproxima a la expresión a,  que no representa ningún número real. Para obviar esta dificultad, observemos 

que, cuando x + 1, se tiene 

y el segundo miembro se aproxima a ( I ) ~  + (1) + (1) = 3 , si x tiende a 1. Así, L = 3 
es el posible límite. 

3 x - 1  
2. Enseguida probaremos que, en verdad, se tiene lim - = 3 ,  de acuerdo a la defi- 

x+ l  x - 1  
nición de límite de una función. O sea que dado E > O debemos hallar 6 > 0 tal 
que O c Ix - 4 c 6 implica que 

x" - 1 
Sea dado E > O .  Para hallar 6 vamos a estimar el término - - 3, x #  l. 

x - 1  

Se tiene 

Luego 

Un primer paso consiste en controlar el tbrmino )x + 21. Si, por ejemplo, se cumple 

la condición lx - 4 5 l. (2) 

o, equivalentemente 0 5 x 5 2 ,  entonces 2 S x + 2 < 4, y por lo tanto lx + 21 S 4 

Así, tenemos que Ix -  4 Ix -21 < 41x - 4 (3) 

siempre que O < Ix - 4 5 1 . 
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E 
Puesto que 41x - 4 < E es equivalente a Ix - 4 < - se tiene que para cualquier 

4 
E 

0 < 6 < -, la relación O < Ix - 4 < 6 implica que 
4 

Finalmente, para que se cumplan simultáneamente (3) y (4) bastará tomar 
O < 8 í mínimo 11, c/4} . Luego si, por ejemplo, S = mínimo { 1, c/4} ,  entonces de ( 11, 

(3) y (4) se sigue O < Ix - ]I < 6 implica que 

3 x  - 1  

' 1 - 3 ( <  6 , y as( hemos probado que lirn - = 3 .  
x* 1 X - 1 

sen x 
EJEMPLO 2. Se demostrará posteriormente que lim - = 1. 

x-bo X 

1x1 EJEMPLO 3. La función f ( x )  = - , x + O, no posee límite cuando x  tiende a O. 
X 

Observaci6n. La función f ( x )  puede o no estar definida en el punto a. No obstante, 

para la definición de lim f ( x )  no requerimos el valor de f ( a ) .  En consecuencia, si f ( x )  
X+Q 

y g ( x )  son dos funciones tales que f ( x )  = g ( x )  para todo x  t a ,  y existe el límite de 
una de ellas cuando x  tiende al punto a,  entonces se cumple lim f ( x )  = lim g ( x ) .  

x - m  x+a 
2 x  - 4  

Por ejemplo, las funciones - y x  + 2 coinciden en todo x ?t 2. 
x - 2  

2 x  - 4  
Luego lim -= lim ( x + 2 ) = 4 .  

x-2 x - 2  x-12 

6.2 PROPIEDADES SOBRE UMITES DE FUNCIONES 

PROPlEDAD 1. Límlte de uña función constante. Si f ( x )  = c es una función cons- 
tante, entonces para cualquier a se cumple 

lim c = c  
x-ba  

PROPIEDAD 2. timite de la suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones. 

Si f ( x )  y g ( x )  son dos funciones a valores reales definidas en todo x  t a de un inter- 

valo Z que contiene al punto a ,  entonces se cumplen 



1.. f (x) + g(x) = l b  f (x) + lim g(x) 
x+a x+a x+a 

lim f (x) - g(x) = lim f (x) - lim g(x) 
x+a x+a %+a 

lim f (x) g(x) = lirn f (x) . lim g(x) 
x+a x+a x+a 

lirn f(x) 
f ( x )  x+a lim - = , cuando limg(x) O ,  

.+a g(x) lim g(x) x+a 
X 3 0  

en el sentido de que si existen 1im f ( x )  y lim g(x), 
x -a  x+a 

entonces tambibn existen los límites indicados en los primeros miembros y, además, se 
verifican las igualdades. 

PROPIEDAD 3. Límite de una función polínomica. 

Sea f (x) = bo + b,x + .. . + bnxn una función polinómica, donde bo, b,, ... , b, , son cons- 
tantes reales. Entonces para todo número real a cumple 

lirn (bo + b,x+ ...+ bnxn)= bo +bla+. . .+bnan 
x+a 

PROPIEDAD 4. Kmite de una función racional. 

Para todo número a tal que co + c,a + ... + c,an + O se cumple 

b, + b,x + ... + bmxm bo + b,a + ... + b,am 
lim - - 

n n 
%+a c0 +clx+...  +cnx c0 + cla + ... + cna 

PROPIEDAD 5. Límite de potencias y raíces. Si n es un número entero > O se cum- 
plen 

y en general, si p y q son dos números enteros > O ,  entonces se cumple 
PIQ 

iim [i(x)lpJ9 = f(x)] 
x+a 

en el sentido de que si existe lirn f (x), entonces existe el límite del primer miembro y 
x+a 

se cumple la igualdad. 
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Queda bien entendido que si n o q son números pares, debe asumirse que 
lirn f ( x )  = L > O,  a fin de que las raíces "JL o (L)''~ estdn definidas. 
.r+a 

PROPIEDAD 6. Traslación de la variable independiente 

lirn f ( x )  = lirn f (a + h )  
#+O h+O 

EJEMPLO 1. Calcular lirn 
3 

1 3  
SOLUCION. Si hacemos x = 1 obtenemos - - - que no representa ningún número 

o O 
real. 

Procedemos a simplificar la expresión 

donde se ha  hecho uso de la factorización 1 - x3 = (1  - x) ( l+  x + x2) .  

Luego se tiene 

para todo x z 1. 

1 3 lim x-11 ( x  + 2) 3 
Tomando límites obtenemos lirn - - - = - = -- = 

3 
- 1. 

1 1 -  1 -x  lim ( 1 + x + x 2 )  3 
x-11 

3 x -8  
EJEMPLO 2. Calcular lirn - 

x-12 x4 - 16 

SOLUCION. Aplicando la propiedad (6), si hacemos x = 2 + h , se tiene que 

3 x - 8  (2+h)3  -8  - - (2)3 +3(2)2h + 3(2)h2 + h3 - 8 
lirn - = lirn 
1-12 x4 - 16 h-ro ( 2  + h)4 - 16 (2)4 + 4(2)3 h + 6(2)2 h2  + 4(2)h3 + h 4  - 16 

h(12+6h + h z )  12 1 
= lirn - - - = -  

h-1° h(36 + 24h + 8h2 + h 3 )  36 3 ' 



PROPIEDAD 7. Teorema del sandwich. 

Sean f (x) , g(x) y h(x) tres funciones tales que 

(1) f (x) < g(x) 5 h(x) para todo x + a ,  y 

(2) lirn f (x) = lirn h(x) = L 
x + a  x+a 

Entonces se cumple lirn g(x) = L. 
x+a 

PROPIEDAD 8. Limites trigonometricos. Se cumplen 

sen x 
lim -=1, lirn senx=sena , lim cos x = cosa 
x-bO x x+a x + a  

sen x 
EJEMPLO 3. Demostrar que lirn - = lirn cosx = 1 

x - b o  X n - t o  

SOLUCION. Si x designa un ángulo medido en radianes probaremos que se cumplen 
las desigualdades 

1 2  sen x 1--x <cosx <- < 1 (1) 
2 X 

K 
para todo x tal que O < 1x1 < - 

2 

Tracemos el círculo unitario con centro en el 
origen del sistema de coordenadas rectan- 
gulares XY. 

K n 

Sea O < x < - el arco AP medido en radia- 
2 

nes, donde 
0 1 cos x B A x 

B=(cosx,O), C=( l , tgx)  y C es el 

punto de intersección de la recta q- contiene al radio OP con la recta tangente a la 
circunferencia en el punto A. 

Se cumple Area del A POA < Area del sector circular POA < Area del A COA, 

Area del A POA = 3 (base) x (altura) = (1) sen x = 4 sen x , 

Area del sector circular POA= +(arco) x ( r a d i ~ ) ~  = ~ ( 1 ) ~  = 3 x , 
Area del A COA = (base) x (altura) = (1) tg x = tg x 
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Luego tenemos que i s e n  x < 3% < i tg x , 

X 1 
1<-c-, 

senx cosx 
(dividiendo entre j s e n  x ) 

sen x 
cosx < - c 1 (tomando inversos) (2) 

X 

De d ( A ,  P) < arco AP se sigue que ,/(l- cosx)' + sen2 x < x , y elevando al cuadrado 

2 2 2 1 - 2 cos x + cos x + sen x < x 

2-2cosx < X2 

de donde 2 1-+x <cosx. 

De este modo de (2) y (3) tenemos ahora que para O < x < $ 

2 sen x 1-+x <cosx<- < 1 

Supongamos luego que - 4 2  < x < O. Entonces O < -x < 4 2  y (4) se cumple para el 
ángulo -x 

2 x sen x 
1--<cosx<- < 1. 

2 x 

puesto que cos(-x) = cosx y sen(-x) = -senx. 

Juntando (4) y ( 5 )  vemos que las desigualdades (1) se cumplen para todo x tal que 

Finalmente, 
X 

2 sen x 
1 -  < cosx < - < 1, 

y puesto que 1im (1 - $1 = 1, por el teorema del Sandwich (propiedad 7). llegamos a 
x-O 

sen x 
lim cosx = lim - - - 1, 
x-90 x+o x 

que era lo que se queríamos demostrar. 



EJEMPLO 4. Probar que lirn sen x = O 
x+o 

sen x 
SOLUCION. Se tiene lirn senx = lirn x x - = 

x+O x+o X 

sen x 
- 1, por el ejemplo 3. puesto que lirn - - 

#+O X 

EJEMPLO 5. Probar que 

(1) lirn sen x = sen a 
x+a 

im cos x = cosa (2) 1' 
x+a 

SOLUCION. 

(1) Haciendo x = a + h 

s e n x = s e n ( a + h ) = s e n a  cosh+cosa senh 

Por la propiedad (6) 

lirn sen x = lirn sen(a + h) = lirn (sena cos h + cosa sen h) 
x+a h+O h+O 

= (sen a )  lirn cos h + (cosa) lirn sen h 
L o  1 (h+O 1 

Pero lirn cos h = 1 y lirn sen h = 0, por los ejemplos 3 y 4, respectivamente. 
h+O h+O 

Por lo tanto tenemos lirn sen x = sen a 
x+a 

(2) Se tiene 

lirn cos x = lim cos(a + h) = lirn (cosa cos h - sen a sen h) 
x+a h+O h+O 

=cosaxlim cosh-senaxlim senh=cosax 1-senaxO=cosa.  
h+O h+O 

PROPIEDAD 9. Cambio de escala en la variable independiente. 

Si k # O entonces 
lirn f (kx) = lirn f (x) 
x+a x+ka 

sen 5x 
EJEMPLO 6. Calcular lirn - 

%-'O sen3x 
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SOLUCION. Tenemos 

sen 5x sen 5x 
5x- lim - 

sen 5x 5 1  5  
lirn - = lirn 5% = Z X  5x = - ,- = - , 

sen 3x .+O O sen3x 3 x - 3  l i m  3  1  3 

sen kx sen x  sen x  - lirn - = 1  para k  =3,5 por la propiedad 9. puesto que lirn - = lim - - 
x+O kx x+kxO x %-+O x 

PROPIEDAD 10. Límite de la composición de dos funciones 
o de cambio de variable. 

Si x  = f ( y )  es una función de y ,  g (x )  es una función de x , y ademiis lirn f ( y )  = a con 
Y-b 

f ( y )  # a para todo y  # b, entonces 

El cambio de variable es x  = f ( y ) .  

J i + x - 1  
EJEMPLO 7. Encontrar lirn 

x-0 y=- 1 

SOLUCION. Puesto que tenemos raíces de orden 2 y 3, efectuamos el cambio de 
variable 

6 6 
l + x = y  o x = y  -1 

Puesto que 6 limy - 1 = 0 ,  y6 - 1 f O  para todo y +  1, 
y-+l 

podemos aplicar la propiedad 10 

JTX- - 1 ,/y6 - 1 Y 3  - 1  
lim = lim = lim - 

2 1 Y + l @ - l  y+ ly  - 1  

( Y -  l ) ( y 2  + Y  + 1) y 2  + y + l  
= lim = lim 



6.3 PROBLEMAS RESUELTOS. 

2X3 + 5 ~ - 7  
PROBLEMA 1. Hallar lirn 

- 1  x2 + 1 

SOLUCION. Puesto que (-I)~ + 1 = 2 + 0, se tiene directamente 

zX3 + 5~ - 7 2(-q3 + 5(-1) - 7 
lirn - - - 14 - - -  = -7. 
- 1  x 2  + 1 ( - I ) ~  + 1 2 

2 x  -(a + 1)x + a  
PROBLEMA 2. Calcular lirn 

x - b a  3 3 x -a 

o 
SOLUCION. Sustituyendo x = a se obtiene -. Para cancelar el factor x -a, efec- 

o 
tuamos las descomposiciones 

2 x -(a + 1)x + a  x-1 - a - 1  Se tiene entonces lim = lim - -  
x+a 

3 3 2 x - a  x + a x + a  3a 

X" - a" 
PROBLEMA 3. Hallar lirn 

x-ba x -a 

SOLUCION. Efectuando la sustitución x = a + h se tiene 

x" -am = (a + h)" - a" = (a" + m"-'h + (términos en h2)) -am 

m-1 
= rnam-'h + (términos en h 2 )  = h(ma + (términos en h)) 

e igualmente xn - a" = h (nan-' + (términos en h )) 

xm -am (a + h)" -am 
Luego lim = lim 

x+cr -an (a + h)" - a" 

ma"" +(términos en h) - mam-' m 
= lirn - - = -am-" 

h-o mn-l + (términos en h) nan-' n 

ya que lirn (términos en h) = O.  
h-O 
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xn+l - ( n  + i ) x  + n  
PROBLEMA 4. Hallar lim 

x-bl ' ( x  - 1)2 

SOLUCION. Haciendo x  = 1  + h  tenemos 

( n  + l)nh2 n+ 1 
= l + ( n -  l ) h +  2  +..+ h - ( n + l ) ( l + h ) + n = h 2 [ ~ + ( t l r m i n o s  2  enh) 1 

xnt l  - ( n  + i ) x  + n  ( n  + l ) n  n ( n  + 1) 
Luego lim = 1im [T +términos en h = - 

x+ 1 ( X  - I ) ~  h-O 1 2  

PROBLEMA 5. Hallar lim 
q2 - 2 3 1 ; + 1  

x-' ( x -  1)2 

SOLUCION. Efectuamos la sustituci6n x = y '. Se tiene 

e - 2  ~ + 1  y 2 - 2 y + l  
lim = lim 
1 ( x - l ) l  

= lim (Y - 112 = lim 1  1 1  
2 2 = -  = - 

y j l  (y - l)2(Y2 + y  + 1) ~ + l ( ~ ~ + ~ + l )  32 9 

y x - 1  
PROBLEMA 6. Hallar lim - 

x+l  G - 1  

SOLUCION. Hagamos el cambio de variable x  = y-.  Luego 

en donde para obtener la última igualdad hemos hecho uso del problema 3, con a = 1. 



sen 2m PROBLEMA 7. Hallar lirn - 
X-1 sen3xx 

SOLUCION. Hagamos el cambio de variable x = h + 1. Se tiene entonces 

sen 2xx = sen(2Kh + 22) = sen(2nh) cos(2n) + sen(2x) cos(2irh) = sen(2iJi) 

Y sen 3xx = sen(3nh + 3n) = sen(3rrh) cos(3x) + sen(3n) cos(3nh) = - sen(3nh) 

sen 27th 
2 x - 

sen 2m sen 2nh 
Luego lim - = - lim - = - lim 2nh - 2 - -- 

X-1 sen3m h+0 sena& h+o sen3nh 3 3x- 
3xh 

cos mx - COS nx 
PROBLEMA 8. Hallar lirn 

x+o 2 
X 

SOLUCION. Se tiene 

2 2 2 2 cos m - c o s 2 u  (I-COS ~ ) - ( ~ - C O S  m) s e ~ ~ ~ n x - s e n  rnx 
c o s m  - cosnx = - - - - 

cos m + COS nx cos m + cos nx cos mx + cos nx 

Luego - 

cos m - cos N 
lirn 

2 
= lirn 

x-bo X x-bo cos m + COS nx 

PROBLEMA 9. Hallar :le2 

SOLUCION. Haciendo x = -2 + h se tiene 

tg sen 4-2 + h) sen(-2n) cos irh + COS(-2~) sen IJ1 
lim - = lim = lim 

x+-2 x + 2 h-0 h x cos 4-2 + h) h+O h x cos E(-2 + h) 

sen rch 
Tt - 

Kh X = lirn = - -  - x 
h-o cos 4-2 + h) 1 
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PROBLEMA 10. Hallar lim (1 - x) tg 
x-b 1 2 

SOLUCION. Se tiene x = h + 1, 

,.[y] CoS - X I ~  COS - A 
1IX 

lim (1 -x ) tg -  = lirn - h  = lim - h  = lim 2 
x+I 2 h j o  c o s [ ~ ]  h+o -8en- h+o nh 

sen - 
2 

tgx-senx 
PROBLEMA 1 1. Calcular lim 

%+O 3 
X 

SOLUCION. Tenemos 

sen x - -  sen x 
tgx-senx - - lim cosx 

(sen x) (1 - COS x) 
lim 

3 3 = lim 
x+o X x+o X x-bo 

3 
X COSX 

X 
sen - 

PROBLEMA 12. Hallar lim arc sen x arc tg x 
y lim - 

x+O X x-bo X 

SOLUCION. Hacemos el cambio de variable x = sen y o y = are sen x . 

Luego a m  sen x 
lim Y 1 = lim - = lim - = 1. 
X+O x Y - ~ O  seny y-bo seny 

ys i  y=arc  tgx, entonces x =  t g y  y 

arctgx Y 
lim - = lim - = lim , cos y 1 - - , - = 1  
X+O n: Y+O t g y  Y+O \ sen y ) 1 



PROBLEMA 13. Hallar lirn 
arc tg 5x 

%-+O sen3x 

SOLUCION. 
arc tg 5x 3 arctg5x 1 

lim = lim - x  
3 

x- = - . 
x-+O sen3x - 0 5  5x 5 

1- 2cosx 
PROBLEMA 14. Hallar lirn , 

X 
SOLUCION. Haciendo x = - + h tenemos que 

3 

Luego 

1 - 2 + h] 
1 - 2cosx 1-cosh+f i senh  

lim = lim = lim 
x+- h+o sen h h+o 3 sen(x - 3) sen h 

s e  1 
= lim +& = & ,  

puesto que 

lim = lim h 
= - x l  = o  . 

h+o sen h h+o Senh 1 

PROBLEMA 15. Unicidad del límite. 

Probar que si limf(x)= L, y limf(x)=L2, 
x-a x+a 

entonces se cumple que L, = L2 . 
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SOLUCION. Por reducción al absurdo. Supongamos que fuese L, t L2. 

Tomemos s = ~ I L ,  - L21> O . Entonces por definición de límite existen 

S,, S ,  > O  tales que O<Ix-a(<S,  I f (x ) -  L1l< E 

Y O<Ix-a(<6,  I f (x)-  L , ~ < E .  

Luego para cualquier x  tal que O  < Ix - al < S ,  y 62,  se cumplen las dos desigualdades 

I f  (4 - LlI< E 

Y I f ( x ) - 4 1 < ~  , 

y por lo tanto 

ILl -L21 = ILl - f ( x ) + f ( x ) - L 2 1  5 IL1 - f ( x ) I + l f ( x ) - ~ , I  < & + E  = 2E = I L ,  - ~ ~ 1 ,  

osea I L , - ~ < I L , - ~ ,  
lo cual es una contradicción. Luego L, = L2. 

PROBLEMA 16. Probar que si f ( x )  = c es una función constante, entonces lirn c = c. 
x+a 

SOLUCION. Sea E > O .  Debemos hallar un 6 > 0  tal que O < lx - al < 6  implica 

lf(.)-cI... 

Luego para cualquier 6  > O (por ejemplo 6 = 1) se cumplirá la implicación deseada. 

Por lo tanto se tiene que lirn c  = c. 
x+a 

PROBLEMA 17. Producto de iímites. 

Probar que lim f ( x )  g(x)  = lim f ( x )  x lim g(x)  . 
x+a %+a x+a 

SOLUCION. Llamemos lim f ( x )  = L, y lirn g(x)  = 4. 
x+a x+a 

Para probar que lirn f ( x )g (x )  = L,L2 debemos establecer que dado un E > O ,  existe 
x+a 

un 6  > 0  tal que O < Ix - a( < 6  implica 1 f ( x ) ~ ( x )  - L , ~ I  c E .  



E 
(Bastará tomar O < E, <mínimo , ya que entonces 

Escribimos 

f (x)g(x)  - LlL2 = ( f  ( x )  - Ll)g(x)  + L1 (g (x )  - L, ) (restando y sunando L,g(x) 1 

= ( f ( x ) - L , ) ( g ( x ) - L , )  + ( f (x)-L, )L2 + L,(g(x)-L2) 

(restando y sumando ( f  ( x )  - L1)L2 1 

y obtenemos 

Por otra parte, para E, se tiene que existen 6 ,  y S2  > O tales que 

O < lx - al < S 1  implica 1 f ( x )  - LII < E, (definición de lim f ( x )  = L,), 
x-ba 

y O < Ix - al < S ,  implica Ig(x) - < E, (definición de lim g(x)  = L, 1. 
X - m  

Luego si tomamos 6  =mínimo { S , ,  t i 2 }  > 0 ,  las dos implicaciones se cumplen para todo 

x  tal que O < Ix - al < S ,  y por consiguiente en (1) se tiene para tales x 

(la última desigualdad se cumple por la elección de E,). 

Hemos probado asi que lim f (x)g(x)  = LlL2 . 
x+a 

PROBLEMA 18. Probar que si lim f ( x )  = L y A  < L < B ,  entonces existe un S > O tal 
x+a 

que ~ c l x - a J < ~  implica A <  f ( x ) < B .  

SOLUCION. Sea ~=min imo { L - A , B - L } > O .  

Luego por definición de lim f ( x )  = L existe un S > O tal que 
x+a 



Límites de Funciones 139 

O e l x - a l e 6  implica ( ~ ( X ) - L ~ < E ,  

Puestoque E I L - A  y B-L,setieneque 

L - ( L - A )  < L - E  < f ( x )  < L + E  < L + ( B - L )  

O A e f ( x )  e  B , para todo x  tal que O c Ix - al < S . 

PROBLEMA 19. Probar que si lim g ( x )  # 0 ,  entonces 
x+a 

1 
lim - = 

1 
- - 

#-a g ( x )  lim g ( x )  
x+a 

SOLUCION. Llamemos lim g ( x )  = M  # 0 .  
X+Q 

IMI Paso l .  Existe 6, > 0 tal que O  < lx - al < 6 ,  implica Ig(x)l 2 - . 
2 

IMI En efecto, para E ,  = - > O  por definición de límite existe 6 ,  > O tal que O < Ix - al < 6 ,  
2 

implica Ig(z) - M I  < E ,  = M, y de esta desigualdad tenemos que 
2 

IMI o sea que O < Ix - a/ < 6 ,  implica Ig(x)l 2 - . 
2 

1 1  
POSO 2. Prueba de lim - = - 

x- g(.) M ' 

Sea E > O .  Tenemos que 

para O < I x - a l < 6 , ,  por el paso 1. 



Por otra parte, de lim g(x) = M para e2 = E@ > 0 se sigue que existe un S, > O 
z+a 2 

tal que 
O < lx - a1 < S2 implica Ig(x) - M I  < e 2  

Luego si tomamos S = mínimo {S  ,, S 2 }  > 0 se tiene que O < lx - al < S implica 

puesto que las dos implicaciones (1) y (2) se verifican simultáneamente. 
1 1  1 I 

Así, se ha probado que O < Ix - a( < 6 implica Ig(i, - - - < e ,  lo cual significa que 

PROBLEMA 20. Cociente de límites. 

f ( 4  
lim f ( x )  

Probar que lim - = "+O si lim g(x) t O 
g(x) lim g ( ~ )  x+a 

x3a 

1 
SOLUCION. Se obtiene de - = y usando los problemas 17 y 19. 

PROBLEMA 2 1. Potencia de límites. 

Probar que lim f (x)"  = para todo entero n > O .  
x+a 

SOLUCION. .Sea L = lim f (x )  . 
%+a 

Tomemos B > O tal que ILI < B. Por el problema 18, existe un S, > O  tal que 

O < Ix - a1 < 6 , implica 1 f ( x ) l<  B . 
Usando la identidad 

n-2 
~ ~ - u ~ = ( u - V ) ( u ~ - ~ + U  U + . . . + U U " - ~ + V ~ - ~ )  
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con u = f ( x )  y v = L , tenemos 

If(x)" - L" 1 S If(x) - L/ M para O < lx - al e S ,  

donde M =  B ~ - ' + B " - ~ I L ~ + . . . + B I L ~ ~ - ~  +1Lln-'. 

Por otra parte, dado E > O existe un 62 > O tal que 
8 

O < Ix - a1 e S2 implica If(x) - LI < - 
M 

Si tomamos 6 =  mínimo{^, , 62}, entonces 0 < 1x - a1 < 6 implica 

ya que entonces las dos desigualdades (1) y (2) se verifican simultáneamente. 

Así, O < lx - al < S implica 1 f (x)" - L" 1 < E , 

y por lo tanto, hemos probado que 

lim f ( x ) ~  = Ln = 
x+a 

m PROBLEMA 22. Probar que lirn (6, + b,x + . . . + bmxm ) = bo + b,a + . . . + b,a . 
x-a 

SOLUCION. Es fticil ver que 

lim bi = b, 
x 3 a  

lim xn = a n  
x+a 

(límite de una hnción constante) 

(potencia de límites) 

y por lo tanto 

m lim(b, +b,x+ . . .+bmxm)  = lim b, + l i m 4  x lirnx+ ...+ = bo +b ,a+ . . .  +bma 
x+a x 3 a  x 3 a  x+a 

PROBLEMA 23. Raíz de iímites. 

Demostrar que lim d f o  = {-. 
%-+a %-+a 

SOLUCION. Sea L = lim f ( x )  . 
x+a 

Consideremos los tres casos siguientes: 



Caso 1. n es un entero cualquiera 2 1 y L  > 0 .  

L  Por el problema 18 (tomando A = L  < L ) existe un S, tal que - < f ( x )  para todo x  
9 
Y 

tal que 0<lx-a1 <S1. 

Luego, en particular f (x )>O si o < I x - ~ I < s , .  

Usando la identidad 

un - u n  
U - U  = 

un-1 + Un-2u + ... + uvn-, + un-l  

con u = d f o  y u = E ,  tenemos que 

Luego, 

yaque ~ P + ~ P L +  ...+dL"-l > " J F  cuando f ( x ) , L > O .  

Si ahora E > O es dado, de lim f ( x )  = L  se sigue que existe un S, > O tal que 
x+a 

O < Ir - a1 < 6, implica If(x)-  L I  < E d F  (**) 

Tomando 6 = mínimo {S ,, S,} > O vemos que si O < Ix - al < S entonces se cumplen (*) 
y (**) a la vez y por lo tanto - 

Así, en el presente caso hemos demostrado que lim dm = a. 
x-a 

C-2. nes imparyL<O.  

Entonces -L > O y lim dm = G, por el caso l. 
x - b a  

Luego, siendo n un número impar se tiene 

Caso 3. n es impar y L  = O 

iim dm = C. 
x+a 

Procedemos a probar directamente que lim dfixj = = 0 .  
x+a 
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Sea E > O .  Puesto que lirn f ( x )  = L = O ,  para E" > O existe un S > O tal que 
%+a 

0  < ( x  - a1 < 6 implica 1 f ( x )  - 01 < en , y tomando raíz enbsirna 1 dm - O 1 c E . 

Esto demuestra que lirn f ( x )  = 0 .  
%-+a 

1 
PROBLEMA 24. Probar que lirn x  sen - = 0  . 

%+O X 

1 
SOLUCION. Para x  z O tenemos xsen - - x sen- < 1x1, puesto que sen - < l. I . O / = /  :/ I :l 
Luego, si E > O es dado, tomando 6  = E tenemos que 

1 
0<1x-0(<6 implica 

1 
y así se tiene que lirn x  sen - = 0. 

x-to X 

PROBLEMA 25. Demostrar que si lirn f ( x )  = L , entonces lirn 1 f (x)( = lLl 
x-+a .r+a 

SOLUCION. Haciendo u = f ( x )  , v = L , en la desigualdad ( (u( - lv( ( (u - u( obtenemos 

1 lf (41 - ILI 1 l f  (4 - LI (*) 

Ahora bien, si E > O es dado, de lim f ( x )  = L se sigue que existe un 6 > 0  tal que 
x+a 

O < lx - al < 6 implica 1 f ( x )  - LI c E ,  y empleando (*) tenemos 1 1 f (x) l-  lL l l<  s .  

Así, se ha probado que lim 1 f (x) l= ILI. 
x+a 

1x1 PROBLEMA 26. Probar que no existe lirn - 
%+O X 

1x1 SOLUCION. Sea f (x) = - . Entonces 
x  

1 si x  > O (pues 1x1 = x )  

-1 si x c O (pues 1x1 = -x) 



Observación. La gráfica de f ( x )  se mues- 
tra en la figura adyacente. Cuando O < 1x1 
entonces hay números x  > O y x  < O ,  y 
correspondien ternente f ( x )  toma los valo- 
res 1 y -1. Así, para valores de x  cerca- 
nos a cero, no existe un número L al cual se 
aproximen los valores f ( x )  . 
Por reducción al absurdo, supongamos que 

existe lirn = L .  
x+O x  

Entonces para E = 1 existe un 6 > 0 tal 

que o < ~ x - o ~ < s  implica - - L  < l .  1': I 
Luego se tiene si O c x < S  entonces 11-Ll<l 

si -S < x  c O entonces 1-1- Ll< 1 

De (1) se sigue que L > O ,  en tanto que de (2) obtenemos L < O ,  lo cual es una con- 
tradicción. 

PROBLEMA 27. Dar ejemplos de funciones f ( x )  y g ( x )  tales que no existen lirn f ( x )  
x + a  

ni lirn g ( x )  pero 
x+a 

1) existe lirn [f ( x )  + g ( x ) ]  
%-*O 

2) existe lirn f ( x )  x g ( x )  
x+a 

1x1 1x1 SOLUCION. Tomemos f ( x )  = - , g ( x )  = - -. 
X X 

Entonces por el problema 24 no existen lirn f ( x )  ni lirn g ( x ) .  Sin embargo 
x - k o  x - k o  

f ( x )  + g ( x )  = 0 = constante y f ( x )  x g ( x )  = -1 = constante, 

que sí tienen límites en O. 

PROBLEMA 28. Probar que lirn f ( x )  = lim f (a + h) . 
X+O h+O 

SOLUCION. Sea L = lirn f ( x ) .  Si E > O es dado, entonces por definición de limite 
x+a 

existe un S > 0 tal que O < lx - al c S implica 1 f ( x )  - LI < E 
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Luego si O < lhl< S entonces O < l(a + h )  - al < S implica 1 f ( a  + h )  - LI < E .  

Esto demuestra que lim f ( a  + h )  = L = lim f ( x )  . 
h+O %+O 

PROBLEMA 29. Sea k  # 0.  Demostrar que lirn f ( kx )  = lirn f (y). 
X-VO y+ko 

SOLUCION. Llamemos L = lirn f ( y )  . Si E > O es dado, entonces por definición de 
y+ka 

limite existe un S > O tal que O < ly - ka1< S implica 1 f ( y )  - L I  < E .  Luego si 
S 

~ < l x - a l < -  entonces O < lkx - kal< S (multiplicando por lk1> 0 ) implica 
Ikl 

I f (kx) -  LI < E .  

6 
Así, para 6, = - tenemos que 0 < ( x  - a1 < S, implica 1 f ( kx )  - LI < E . Luego, 

Ikl 
lirn f (kr) = L = lirn f ( y ) .  
x-bo y - * k  

PROBLEMA 30. Teorema del Sandwich. Probar que si f ( x ) ,  g ( x )  y h ( x )  son tres 
funciones tales que 

(i) f ( x )  S g ( x )  S h ( x )  para todo x  t a ,  y 

(ii) lirn f ( x )  = lirn h(x )  = L ,  
x-a x-*a 

entonces se cumple lirn g ( x )  = L 
X+O 

SOLUCION. Sea E > O .  Por definición de limite, existen 6, y 6, > O tales que 

O < Ix - a1 < 6, implica I f(x)-  LI < E 

Y O <Ix-aI < 62 implica Ih(x)- LI < E .  

Luego si tomamos 6 = mínimo {S,, 82 } , entonces O < I X  - a1 < 6 implica las desigual- 
dades 

l f ( x ) - ~ I  < E ,  (1) 

(1) y (2) se escriben L - E <  f ( x ) < L + ~  

L - E < h ( x )  < L + E , respectivamente. 



Luego, L -E  < f ( x ) < g ( x ) <  h (x )  < L + E  (por hipótesis) 

da L - ~ c g ( x ) < L + ~  O I ~ ( X ) - L ~ < E .  

Así, 0 c  1x - a1 c  6  implica Ig(x) - L I  c  E ,  

lo cual demuestra que lirn g ( x )  = L 
x+a 

PROBLEMA 3 1. límite de la composición de dos funciones o de cambio de variable. 

Si x  = f ( y )  es una función de y  tal que lirn f ( y )  = b , f ( y )  t b  para todo y  t a ,  
Y-'a 

probar que 
lirn g(x )  = lirn g[f ( y ) ] .  
x+b y-'a 

SOLUCION. Llamemos L = lirn g(x )  . 
x+b 

Si E > O es dado, entonces existe un 6  > 0 tal que 

O C ~ X - ~ ~ < S  3 I g ( x ) - ~ I c ~  

Por otra parte, de lirn f ( y )  = b , para 6  > 0  existe un SI  > O tal que 
y+a 

Puesto que f ( y )  t b  cuando y  # a ,  de (2) tenemos que 

Ocly-a1<¿5, a 0 c l f ( ~ ) - b 1 c 6  

y de (l), a su vez 

o< l f ( y ) -b1<6  => I g ( f ( y ) ) - ~ I  <E.  

Luego 0 i l y - a l c 6 ,  implica I g ( f ( y ) ) - ~ l < &  

Así hemos probado que 

lirn g(f ( y ) )  = L = lirn g(x )  
Y-'a x+b 
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6.4 LIMITES UNILATERALES 

DEFINICION. 

(1) Sea f ( x )  una función definida en todos los puntos x de algún intervalo abierto 
(a, c) . Si L es un número real escribimos 

lirn f ( x )  = L 
x+a 

y se lee 

L es el limite de f ( x )  cuando x tiende al punto a por la derecha, si 
para cada E > O existe un 6 > 0 tal que 0 < x - a < 6 implica 

I f  ( x )  - LI < E- 

(2) Sea f ( x )  una hnción definida en todos los puntos x de algún intervalo abierto 
(c,  a ) .  Si L es un número real escribimos 

lim f ( x )  = L 
%+a- 

y se lee 
/ 

L es el limite de f ( x )  cuando x tiende al punto a por h izquier- 

da, si para cada E > O existe un 6 > O tal que -6 < x - a < O im- 
plica I f ( x ) -  LI < E. 

Nota. Observemos que 

1) 0 < x - a < 6  e a < x < a + 6  ( x se encuentra a la derecha de a ) 

2) - 6 < x - a < 0  u a - b < x < a  ( x se encuentra a la izquierda de a ) 

S) O<lx-a(<S o 0 < x - a < 6  o - 6 < x - a < 0  

6.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

x - 2  
PROBLEMA 1. Probar que lim - = 1. 

x+2+ 1% - 2( 

SOLUCION. Sea dado E > O .  Debemos hallar con 6 > 0 tal que si 



x - 2  Perosi 0 < x - 2  entonces I x - 2 1 = x - 2  y -=l. 
Ix - 21 

Luego 

Por lo tanto, para cualquier 6 > O (Por ejemplo, S = 1) se cumple la implicación (*). 

x - 2  
Así, se tiene lirn - = 1. 

x+2+ I x -  21 

PROBLEMA 2. Sean f ( x )  y g ( x )  dos funciones tales que 

1 )  f ( x )  = g ( x )  para todo x > a (O f ( x )  = g ( x )  para todo x < a 1, Y 

2) existe limg(x) 
x+a 

(límite bilateral). 

Probar que lim f ( x )  = lim g ( x )  (O lim f ( x )  = lim g ( x )  
x- ia+ x+a x- ta-  x+a 

Nota. Este resultado es muy útil para calcular límites laterales. 

SOLUCION. Escribimos L = lirn g ( x )  . Sea E > O .  
x - t a  

Entonces por definición de límite ( bilateral ) existe un S > O tal que 

O < lx - a1 < 6 implica lg(x) - 4 < E .  

Por lo tanto, si 0 c x  - a < S entonces 1 f ( x )  - LI = l g ( ~ )  - LI < E , pues f ( x )  = B ( X )  

cuando O < x  - a por la hipótesis (1). 
Así, hemos demostrado que lim f ( x )  = lim g ( x )  . 

x - i a  x+a 

PROBLEMA 3. Hallar los siguientes límites laterales 

Isen xI 
(1) lirn - , 

x+o+ x  

Isen xf 
(2) lirn - 

x+o- X 

SOLUCION. 

(1) Si x  > O y está próximo a O (por ejemplo, si O < x  c 4 2 )  

lsen xl sen x 
entonces sen x  > 0  y por lo tanto - = - , para O c x  < x / 2 .  

X X 
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sen x  lsen xl 
Puesto que m - = 1 aplicando el problema 2 con f ( x )  =- 

x-O x  
Y 

X 

sen x  
4%) = - , tenemos 

X 

lsen x( sen x 
lirn = l i m  -= 1. 

x+o+ X x+o x  

(2) Si -y  < x  < O entonces sen x < O y por lo tanto 

lsen x( sen x - = - -  

Isen xI sen x  - -1im- = -1. Aplicando el problema 2, se tiene lirn - - 
x - t o -  x  x+o X 

PROBLEMA 4. Sea [ x j  la funcibn mayor entero definida por 1x1 = n si n S n < n + 1 
(asf n es el mayor entero que cumple n 5 x). 

Sea f ( x )  = -[xD + u4 - x l .  

Hallar lim f ( x )  , lim f (x ) .  
x+3+ x-3- 

SOLUCION. 

(1) Si 3 < x < 4  entonces [xD=3, y [ 4 - x l = 0 .  

Luego f ( x )= - [ x ]+ [4 -x ]= -3+0=-3  si 3 < x < 4 ,  

y aplicando el problema 2, obtenemos lirn f ( x )  = lirn - 3 = -3 
x+3+ x+3 

lim f ( x )  = lim - 3 = -3 
x+3+ x+3 

(2) Si 2 < x 3  entonces [xg = 2 y [4 -x ]  = 1. 

Luego, f ( x )  = -[xa + 14 - x l  = -2 + 1 si 3  < x  < 4; y aplicando el problema 2 

lim f ( x )  = lirn - 1= -1. 
x+3- x+3 

PROBLEMA 5. Probar que lim f ( x )  = L si y solamente si lim f ( x )  = lim f ( x )  = L. 
x+a %+a+ %+a- 



SOLUCION. 
( S )  Supongamos que lirn f ( x )  = L .  

x+a 

Entonces, dado E > O existe 0 > 0 tal que si O <lx - a1 < 6 se cumple que 

J f ( x ) - L I < &  

Pero 0<1x-a(<0 equivalea 0 < x - a < 6  o - 6 < x - a < 0 .  

Luego, si 0 < x - a < 6 entonces 1 f ( x )  - L( < o (1) 

osi  -S<x-a<O entonces ( ~ ( X ) - L ~ < E  (2) 

De (1) tenemos que lim f ( x )  = L ; y de (21, lim f ( x )  = L .  
x+a %-+a- 

( F) Supongamos que 1 h +  f ( x )  = lirn f ( x )  = L .  
%+a x+a- 

Sea E >O. Entonces existen S I  y S 2  > O  tales que O <  x - a  <S, 

implica I f  (4 - LI< (definición de lim f ( x )  = L ) 
x+a 

y - 6 2 < x - a < 0  implica I f ( x ) - L ~ < E  (definición de lim f ( x )  = L ). 
x+a- 

Tomando 6 = mínimo {S , ,  62) tenemos que O < 1% - a1 < 6 ,  

que es equivalente a 0 < x - a < 6 
o -S<x-a<O,  implica ( ~ ( X ) - L ~ < E .  

Asi, hemos establecido que lirn f ( x )  = L .  
%+O 

6.6 LIMITES QUE CONTIENEN JNFINITO 

DEFINICION. Escribimos 

lirn f ( x )  = L , 
X++W 

y decimos que L es el limite de f ( x )  cuando x tiende a +m o cuando x crece in- 
definidamente, si para cada E > O existe un número N > O tal que si x > N en- 
tonces 1 f ( x )  - LI < E .  

lim f ( x )=  L , 
%+-m 

y decimos que L es el limite de f ( x )  cuando x tiende a o cuando x decrece 

indefinidamente, si para cada E > O existe un N < O tal que si x < N entonces 
I f ( x ) -  LJ < E .  
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lim f ( x )  = L , 
#+m 

y decimos que L es el llmite de f ( x )  cuando x  tiende a 00 (sin signo), si para 

cada E > O existe un número N > O tal que si 1x1 > N entonces 1 f ( x )  - LI < E .  

TEOREMA. 

(1) Sea n un número entero positivo. Entonces se cumplen 

(2) Se cumplen 

6.7 PROBLEMAS RESUELTOS 

1 1 
PROBLEMA 1. Probar que lim - = O y lim - = O para todo enero positivo n. 

#++a> X #+-a X 

SOLUCION. Sea E > O .  Tomemos N = (yn >O . 

Entonces, para todo x  > N se tiene que x  > n 1  1 (yn o x  >- o - < E .  
& xn 

Luego x > N implica 

1 
y esto demuestra que lim - = O . 

x++w X n  

Deigualmodo,si r < - N < O  setieneque I x l > N = [ f r  o l-$/<&. 
Por tanto, x  < -N implica 

I ~ - O I = I $ ~ < & ,  

y esto demuestra que lim ' = O .  
#+-m X n  

PROBLEMA 2. Demostrar que lim f ( x )  = lim f [:) 
X 3 - m  y-o- 



DEMOSTRACION. Llamemos L = lirn f ( x )  . Supongamos que E > O es dado. Entonces 
x+-oD 

por definición existe un número entero N < O tal que 

x  < N implica 1 f ( x )  - LI c E 

1 1 
Tomemos S = - - > O . Luego tenemos que si -6 < y < 0 ,  o - < N (pues ambos N e 

N Y 

y son negativos), entonces 

y esto demuestra que lim f [ : ]  = L. 
y+o- 

PROBLEMA 3. Hallar L = lirn (J- - 4-1. 
X++W 

SOLUCION. Si hacemos x  = +oo obtenemos la forma indeterminada a-a, de modo 
que es conveniente racionalizar la expresión. Tenemos 

( J G Z  - J K i )  (d- + J-) 
L = lim 

x++=l ( J T i  + J-) 

( X 2  + X -  1 ) - ( x 2 * - X + 1 )  2x - 2  
= lim = lim 

PROBLEMA 4. Hallar 

lirn 
%++'m 

(Dividiendo entre x  > O tanto 
el numerador como el denomi- 
nador) 

2 ~ - 5  
(2) lirn 

J Z  
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SOLUCION. 
2 ~ - 5  2  - 5 / ~  

(1) Si x > O entonces lim = lim = 2 .  
x++w J x G 7  

X X 

2 ~ - 5  
(2) Si x < O entonces lim -x 

-2 + 5/x (pues -x > O 
= lim puede intro- 

%+-m ducirse den- 
tro de una 
rafz par.) 

(4x + 5)2 (5x - 7)3 
PROBLEMA 5. Calcular lim 

2x5 - 4X3 + 

SOLUCION. Tenemos 

lirn 
x + a  

= lim 
x+m 

PROBLEMA 6. Hallar lim (sen J E Z  - sen J;) 
%+a, 

1 
(multiplicando por a tan- 

x 
to el numerador como el de- 
nominador) 

[ ) tos[) , bnemos SOLUCION. Empleando la fórmula sena - sen b = 2 sen - 



pues (COS y1 5 1 . 
J x + 2 -  J x  

Probaremos ahora que lirn sen[ ) = O 
%++m 

En efecto, si t = 
m-& 

entonces 

lirn t = lirn 
J X - J ;  

= lirn 
JX-J; JX+& 

%++m x++m 2  x++m 2 " JG+& 
( x + 2 ) - x  

= lim = lim 
1  

= o .++- 2 ( J Z Z + J x )  .r++- Jx+Z + J; 

Luego, O = lim sen t = lirn sen (m-&\ 

De (1) y (2) se sigue por el teorema del Sandwich que 

PROBLEMA 7. Determinar lirn ( , / x ( x  + a) - x )  
x++m 

SOLUCION. Tenemos que 

[ J .  - x ]  [,/m + x ]  x ( x + u ) - x  2 
lim Jw - x  = lim = lim 

x++aO %++m [ J G i  + x ]  x++m J - + ~  

CWC: a a 
= lim = lim =- 

.++m JX(X,a) +. 1 + - + 1  2 
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6.8 LIMITES INFINITOS 

Escribimos 

lim f ( x )  = +m , 
x+a 

y decimos que el límite de f ( x )  es +m o que f ( x )  crece indefinidamente cuando 
x  tiende al punto a,  si para cada N > O existe un 6 > O tal que si O < lx - al < 6 
entonces f ( x )  > N . 

lim f ( x )  = -m , 
x+a 

y decimos que el llmite de f ( x )  es +O o que f ( x )  decrece indflnidamente 
cuando x  tiende al punto a ,  si para cada N < O existe un 6 > 0 tal que si 
O < lx - al < S entonces f ( x )  < N.  

Representacibn gráfica 

Si lim f ( x )  = +m entonces los valores f ( x )  se hacen se hacen muy grandes cuan- 
x+a 

do x  se aproxima al punto a. 

y decimos que el llmite de f ( x )  es 00 (sin signo) si lim If ( x j  = +m, o sea que se 
x+a 

cumple que para .cada N > O existe un S > 0 tal que si O < lx - al c S entonces 

If (41 > N 



(4) lim f (x) = +m , 
x+a 

si para cada N > O existe un S > O tal que O 4 x - a 4 S implica f (x) > N. 

lirn f (x) = -m , 
=+a+ 

si para cada N < O existe un 6 > 0 tal que 0 x - a < 6 implica f (x) 4 N. 

lim+ f (x) = m , 
x+a 

si para cada N > O existe un 6 > 0 tal que O 4 x - a 4 S implica 1 f (x)l> N .  

(7 )  lim f (x) = +a , 
x-m- 

si para cada N > O existe un 6 > O tal que -6 < x - a < O implica f (x) > N. 

lirn f (x) = -a , 
x+a 

si para cada N < O existe un 6 > O tal que -6 < x - a < O implica f (x) c N. 

lirn f (x) = m , 
x+a- 

si para cada N > O existe un S > O tal que -6 c x - a O implica 1 f (x)l> N .  

6.9 TEOREMA. Supongamos que lirn f (x) = L + O y limg(x) = O .  Entonces 
x+a x+a 

(1) Si g(x) > O para todo x + a en algún intervalo que contiene al punto a, entonces 

f(x) {+m si L.0, 
lirn - = 

g(x) -03 si L < O  

(2) Si g(x) c O para todo r -C a, entonces 
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Nota. Las mismas conclusiones son vhlidas para los límites laterales. 

6.10 TEOREMA. Si n es un número entero positivo se cumplen 

1 
(1) lim - = ao, 

x+O X n  

1 
(2) lim - = +*, 

%+O+ Xn 

+m si n es par, 
(3) lim - = 

-00 si n es impar. 

6.1 1 LIMITES DE LA FORMA lim f (x)"" = C. 
x+a 

1. El número e". Una manera de definir ex,  donde x es un número real, es la 
X xn 

siguiente: se consideran los números S, = 1 + - + . . . + -, y se prueba que cuando 
1 ! n! 

los enteros n van creciendo, los números S, se aproximan a un número real fijo, 

que denotamos con ex . (Véase la sección 0.7 ó 11.16) 

Con la notación de las sucesiones tenemos: 

=c" (en notación de suma de series) 
n=O n! 

1 1 1 1  1 Si x = l  tenemos e = e  = 1 + - + - + +  ...+-+...= 2.71823 ... 
l! 2! 3! n! 

2. El número a". Se prueba que para cada a > O existe un único número real y, que 
se denota y = ln a (y se llama el logaritmo natural de a), tal que a = eY . Se define 

aX = e v  =ex'"", cuando a > O  . 

3. Propiedades. Se cumplen las siguientes propiedades para todo número real a.  

(3.1) e' = lim (1 + t)n (n número entero) 
n++m 

(3.2) ea = lirn ( l + ~ ) i  = lim ( l+ay)4y 
x++m Y-+O 



(3.3) Si lirn f ( x )  = 0 con f ( x )  t 0 para x # a, entonces e = lirn (1 + f ( x ) )  i l f (x )  

x+a x+a 

ln (1+ x )  
(3.6) lim = 1 

x+o X  

(3.7) lim ex = +a , lim ex = O  
x++m x+-'X) 

TEOREMA. Supongamos que lirn f ( x )  = L > 0 y lim g(x)  = M .  
x+a %+a 

Llamemos lirn f ( x ) ~ " '  = C, si el límite existe. Se cumplen 
x+a 

(1) Si L  y M son números reales, entonces C = L ~ .  

(2) Si Lt 1 y M = f m ,  entonces C = L ~ .  

(3) Si L  = 1 y M = fa, entonces 

C = iim f ( ~ ) ~ " )  = iim [I + f ( x )  - 1 1 ~ ' ~ )  = lim [l + f ( x )  - 11 (xj-l} 
x+a x+a %-+a 

6.12 PROBLEMAS RESUELTOS. 

1 
PROBLEMA 1. Sea n un número impar. Probar que se cumple lirn - = -m. 

x+o- xn 

SOLUCION. 

1 
Sea dado N < O .  Debemos hallar un S > O tal que si -6 < x < O entonces < N. 

X  
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1 
Basta tomar 6 = -- 1 

> O .  En efecto, si -6 < x  < O o - < x < O  entonces 
N 'ln N'" 

1 1 - < N Yn, pues x  y N son negativos, y - < N ,  pues n es impar- 
X x n  

1 Así, se ha probado que lim - = - 0 0 .  
x + o -  xn 

PROBLEMA 2. Supongamos que lim f ( x )  = L < O y lim g ( x )  = 0. Si g ( x )  < O para todo 
X 4 0  X + 0  

f (4 x  + a en algún intervalo que contiene al punto a, probar que lim - = +oo 

g(.) 

SOLUCION. Dado N > O debemos encontrar un 6 > O tal que O < Ix - al < S implica 

L 
Paso l. Existe 6 > 0 tal que si 0 < ( x  - a1 < 61 entonces f ( x )  < - c O. 

2 
L 

En efecto, basta tomar E = -- > O en la definición de lim f ( x )  = L para hallar un 
2 %+O 

L 
S1>O talque O<Jx-al<S,impiica I f ( x ) - ~ l < - - ,  O 

2 
L 

yparticular f ( x ) < - .  
2 

f (4 Paso 2. Prueba de lim - = +a. 
x+a g ( x )  

L 
Por el paso 1 elegimos un S, > O tal que si O < Ix - a[ < 6 entonces f ( x )  < - < 0 .  

2 

Puesto que para x  t a tenemos por hipótesis que g ( x )  < O ,  dividiendo las desi- 
gualdades anteriores por g ( x )  nos da 

L12 Será pues suficiente demostrar que - > N para valores de x próximos al punto a ,  o 
g ( x )  

T 
L 

equivalentemente, que - < g ( x )  < O .  Pero lim g ( x )  = 0. De manera que para 
2N x + a  



L L 
E = -- existe un 6, > 0 tal que: O < lx - al < S, implica Ig(x) - 01 < -- o 

2N 2N 

Así, tomando S = mínimo {S,, S2 } > 0 vemos que O < lx - al < S implica 

- f (4 
(l) > 9 > N.  Y esto demuestra que efectivamente se cumple lirn - = +m. 

g ( x )  g ( x )  x-*a g (x )  

x - 4  
PROBLEMA 3. Calcular lirn - 

"3- (% - 3)3 

SOLUCION. Se tiene lirn x - 4 = 3 - 4 = -1. 
x+3- 

Si x < 3 entonces ( x  - 3y < 0 y lim (x  - 313 = 0 .  
x+3- 

( x  - 4 )  Luego lirn - = +m, por el teorema 6.9. 
x+3- ( X -  3)3 

Jx2 - 4 
PROBLEMA 4. Encontrar lirn - . 

x+2+ x -  2 

E mm l i m J x + 2 = J 4 = 2  SOLUCION. Tenemos - = - -- 
x - 2  ( 4 q  Jx-2 Y x-12' 

Si x > 2 entonces J Z Z  > O y lirn JX-2 = O. 
x+2+ 

Por lo tanto, por el teorema 6.9, obtenemos lim - = lim m = + m .  
x-12' x -2  x + 2 + ' J X - 2  

 PROBLEMA^. Calcular li.i [:-$). 
1 1 x - 1  

SOLUCION. Tenemos - - - = - 
2 2 

. Además lirn ( x  - 1) = -l. Si x # O entonces 
X X  X x+o 

x 2 > 0 ,  l i m x 2 = 0 ,  yporelteorema6.9 l i m ( + - $ - ) = - m .  
x+o x-bo 
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PROBLEMA 6. Hallar 

SOLUCION. Tenemos lim - =- y l i m x . 0  
%-PO 3 - x  3 x+o 

Luego lim [2+x).=(:)0=1, - (por6.111 
x+o 3 - x  

PROBLEMA 7. Hallar lim ( 1  + 2  en x )  4 x .  
x-PO 

SOLUCION. Empleando lirn [l + f (x ) lVf  ( ' )  = e ,  si lim f ( x )  = O, 
x+a X-+Q 

tenemos l i m ( 1 + 2 ~ e n x ) ~ "  =lim 
"+O x+O 

1 
lirn - 

" ( f m n x )  ,+O x = e2 

PROBLEMA 8. Calcular lim [-$)= 
%+m 

1 2x 2 
SOLUCION. Se tiene lim - = O y lim - = lim - = 2. 

x-Pm X 2  x+a> X + 1 X+" 1 1+-  

Luego, 

ex - 1 
PROBLEMA 9. Hallar lim - . 

x+O X 

SOLUCION. Sea h = ex - 1 de modo que h + O  cuando x  -, O. Luego r = h ( I +  h) 

ex - 1  iim - = lim 
h  

= lim 
1 

= 1 .  
x+O + h - r ~  h(l+ h) h+o h(l+ h )  



x2 
PROBLEMA 10. Calcular lirn - 

x++m 5 + X J x  ' 

x2 
SOLUCION. Tenemos lim - - - lim 

1 1 
= - = + O O .  

. - + + m 5 + x J ;  '++m 5 1 0 
7 + ~  

x+IsenxI 
PROBLEMA 1 1. Hallar los límites laterales de f (x) = en el punto x = O .  

1x1 

SOLUCION. 
x x lsen xl sen x 

(1) Tenemos lirn - = lirn - = lirn 1= 1 ,  lirn - = lirn - = 1 
% O +  1 1  '+ot X '+O' '-+O+ IXI  %+O' x 

luego lim f (x) = 2 . 
x+ot 

X X 
(2) y por otra parte lirn - = lirn - = lim - 1 = -1 

'+O- J X I  '+O- -X %+O- 

lsen xl - sen x sen x 
lim - = lim - = lirn - = 1 

x-o- 1x1 o -  -X %+o- x 

y luego lirn f (x)= -1+ l =  O . 
x-bo- 

PROBLEMA 1 2. Hallar lirn ( d x  - J; ) . 

SOLUCION. Se tiene 

[JJx - &)[Jzz + 6) 
y = J - ' - h  = 

J ~ + J ;  

1 1 
Luego lirn y = - = - . 

%++m f i+f i  2 
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PROBLEMA 13. Hallar lim 
J1-x-3 

x+-8 2+G 

SOLUCION. Multiplicando y dividiendo por (\lG + 3) (2' - 2 
+ e) 

resulta 

Luego el límite es -2. 

6.13 ASINTOTAS DE UNA CURVA 

(1) Decimos que la recta x = a es una asíntota vertical de la gráfica de la función f ( x )  
si se cumple una de las siguientes condiciones: 

1. lim f ( x )  = +m 
%+a+ 

3. lim f ( x )  = +m 
%+a- 

2. lim f ( x )  = -m 
%+a+ 

4. lim f ( x )  = -a, 
%+a- 

(2) Decimos que la recta y = m + b es u n ~  aslntota de la g w c a  de la funcidn f (+)  
si se cumple al menos una de las condiciones siguientes: 

2. lim [ f ( x ) - m - b ] = 0  
x+-a> 



Nota. 

(1) En el primer caso decimos que la recta dada es una asintota oblicua a la derecha, 
y en el segundo, que es una asintota oblicua a la izquierda. 

(2) Si m = O, decimos que la asíntota es horizontal. 

(3) Para calcular m y b se usan las ecuaciones 

f (4 m = lim - b = lirn [ f  ( x )  - mx] 
x++m x x++m 

y análogamente si x +B 4. 

Es claro que tales ecuaciones son equivalentes a la definición dada. 

1 , ' aeintota oblicua: 

6.14 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Hallar las asíntotas de la gráfica de la ecuación xy2 - 3y2 - 4 x  = 8 y 
trazar la gráfica. 

SOLUCION. Tenemos y = + . Por lo tanto, la gráfica de la ecuación dada se 

compone de la gráfica de las funciones: 

Asíntotas verticdes. Si x  > 3, el radicando de las dos funciones es > O y 

lim f1 (x )  = +m , lirn f2 ( x )  = -m, 
x-3 x+3+ 

yaque l i m , / G T E = J 2 0 > 0  y l imJx=3=0 , convalores J=>O. 
x+3+ x+3+ 

Por lo tanto, x = 3 es una asintota vertical de f l (x )  y de f i ( x )  . 
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Asíntotas oblicuas. y = mx: + b . 

Cálculo de m. 

f l ( 4  Para f l ( x )  : m, = lirn - = lirn 
x+*m x 1-- 

X 

fi(4 0 .  Para f2 (x )  : m, = lirn - = 
#+*m X 

Cálculo de b. 

x+f a, x+* a> 

Para f , (x)  : 6, = lirn [ f , (x )  - O. x ]  = lirn 

Para f , ( x ) :  b =  lim [ f 2 ( x ) - O . % ]  lim - 
x + i m  X-* f  

Luego y  = m l x  + bl = 2 , 

y = ? q ? x + b = - 2 .  

Gráñca de la ecuación. 



4x + > O si y solamente si Debe observarse que - 
x-3  

4 x + 8 > 0  y x - 3 > 0 ,  queequivalea x > 3 ,  
4 x + 8 < 0  y x - 3 ~ 0 ,  queequivalea x<-2,  

y puesto que cuando x  = -2, se tiene fl(-2) = fi(-2) = 0 ,  

las funciones fl(x) y f2(x) toman valores en los puntos x tales que 

- *<x<-2  O ~ < x < + o o .  

PROBLEMA 2. Hallar las asintotas de la curva 
X 

Y =  X2-4x+3 - 

SOLUCJON. Tenemos y =  
A. 

( x -  1Xx-3) ' 

X 
1) Tenemos lim = lim - x - 3  = - *, 

1 ( x - 1 - 3 )  x+14 x - 1  

X 1  
puesto que lim - = -- y l i m ( x - l ) = O ,  con x - 1 > 0 .  

X+I+ X - 3  2 X+ i4 

X 
2) lim x - 3  = lim - =+a, 

- ( - 1 ) ( - 3 )  .-1- x - 1  

X 1  
puestoque lim- =--  y lim ( x - l ) = O ,  x - 1 < 0 .  

X-1-S-3 2 X+ 1- 

De igual modo 

Luego x  = 1  y x  = 3  son asintotas verticales de la curva dada. 
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Asintotas Oblicuas. y = mx + b 

Y Cálculo de m: m = lirn - = lirn 
1 = o  

' - * m  x  ( x  - 1 )  ( x  - 3 )  

Luego m = O .  

X 
Cálculo de b: b = lim [y - mx] = lim = O  

x - b i  a, ( x -  1 ) ( ~ - 3 )  

Luego b = O y la asíntota es y = O. 

6.15 PROBLEMAS PROPUESTOS 

PROBLEMA 1. Calcular lirn 
x 4  - 1 

%+-1 x2 + 3% + 2  

PROBLEMA 2. Calcular lirn , /4+x-JZ 
%+O X 

PROBLEMA 3. Calcular lirn 
Jx2 - 2 x + 6 - J x 2 + 2 x - 6  

x+3 x 2 - 4 x + 3  

1 - cosx PROBLEMA 4. Calcular lirn - 
%+O x2 

1- x2 PROBLEMA 5. Encontrar lirn - 
x - b l  senm 

are tg x' 
PROBLEMA 6. Determinar lirn 

x-bo X 

cos 2 x  
PROBLEMA 7. Hallar lirn 2 

x-rl 1-JX 

PROBLEMA 8. Hallar lirn 
1 -  Jeosx 

x+o x2  

PROBLEMA 9. Dado 

Hallar lim f ( x )  y lirn f ( x ) .  
x-1- x+ 1+ 



PROBLEMA 10. Evaluar lirn Jx 

PROBLEMA 1 1. Calcular lirn x (Jx2 + 3 - X )  
X++W 

PROBLEMA 1 2. Hallar lirn (VXT - VXl) 

5 
PROBLEMA 13. Hallar lirn 

[x"- 1 
PROBLEMA 14. Hallar lirn m 

PROBLEMA 15. . Definir 

a) lim f (x) = +a b) lim f (x) = -a e) lim f (x) = 
x++aO x++a  x++m 

PROBLEMA 16. Probar que 
lo si m < n  

PROBLEMA 1 7. Hallar lim (5 - 2x - x2) 
x++m 

m m-1 aox +a,x +...+a, 
lirn - - 

x + + ~  boxn + blxn-l + .. . + b, 

PROBLEMA 18. Hallar lirn (cos xlYx y lirn (cos x) 1/x2 
x+o x 4 0  

- si m = n  
bo 

' + m  si m > n  y - > O  
bo 

sen(x - 1) 
PROBLEMA 19. Hallar lirn 

X+O- X(X - q3 

Hallar el valor de b si se cumple lim f (x) = lim f(x) + 3 
x-2- x+2+ 
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PROBLEMA 21. Hallar las asíntotas de la curva y = 
2x 

E 
x2 + 3  PROBLEMA 22. Hallar las asíntotas de y = -E 

sen x PROBLEMA 23. Hallar las asíntotas de y = - 
X 

b PROBLEMA 24. Hallar las asintotas de la hipérbola y = ax  + - 
X 

2x2 + 3 x + 5  PROBLEMA 25. Hallar las asíntotas de y = 
x - 1  

10. J3/3 11. 312 12. y 3  

13. 14. O 17. -CO 

18. 1, e-v2 19. 4x3 20. b = 6  

21. Las asíntotas son y = 2 a la derecha, y = -2 a la izquierda. 

22. Las asíntotas son x = 2, x = -2, y = x a la derecha, y = -x a la izquierda. 

23. La asintota es la recta y = O, o sea el eje X. 

24. Las asintotas son x = O, y = a. 

25. Las asintotas son x = 1, y = 2 x  + 5. 





7.1 DEFINICION. Continuidad en un punto. Sea f ( x )  una funci6n definida en 
todos los puntos x  de un intervalo abierto I que contiene al punto a. Decimos que f ( x )  

es continua en el punto a si se cumple que 

lim f ( x )  = f (a)  
%-+a 

7.2 OBSERVACIONES. 

1. Para que la función f ( x )  sea continua en el punto a se requiere, explicitamente, 
que se cumplan las tres condiciones siguientes: 

i) f ( x )  está definida en el punto a, es decir, existe el valor f (a).  

ii) Existe lim f ( x ) ,  y 
x+a 

iii) lim f ( x )  = f ( a ) .  
x+a 

O tarnbidn en la notación de E y 6 : Que exista el valor f (a)  y que para todo E > O 

exista un S > O tal que Ix - a1 < S implica 1 f ( x )  - f (a)l< E .  



2. Así, f(x) no ser6 continua en el punto a si no se cumple al menos una de las tres 
condiciones (i), (ii), o (iii) señaladas en el parágrafo anterior, y en tal caso decimos 
que la funcibn f (x) es discontinua en el punto a. 

7.3 DEFINICION. Continuidad en un intervalo abierto. Decimos que f(x) es 
continua en un intervalo abierto I si f(x) es continua en cada punto a del intervalo 
1. 

7.4 EJEMPLO 1 . Investigar la continuidad de la función 

en cada punto x. 

SOLUCION. 
senx sena 

(1) Sia#O,entonces l imf (x )= l im-=-=  
x+a x+a x a f (a) 

sen x 
puesto que f (x) = - cuando x se encuentra próximo al punto a + O y que 

X 

senx sena 
lim - = - por las propiedades de límites. 
x + a  x a 

Luego, f (x) es continua en cada punto a t O. 

(2) Consideremos ahora el caso en que a = O. Tenemos: 

(i) f (O) = 1, por definición de la función f (x) en x = 0. 

sen x 
(ii) lim - = 1 (resultado establecido en el capitulo de límites). 

%-+O x 

sen x 
(iii) lirn f (x) = lim - = 1 = f (O), por definición de f (x) , cuando x # O, y por 

%+O x+o x 
(ii) e (i) 

Luego f ( x )  también ea continua en el punto O. 

En conclusión: La hnción dada f (x) es continua en todos los puntos a sin ex- 

cepción. 
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EJEMPLO 2. Determinar si cada una de las siguientes funciones es continua en el 
punto x  = 2.  

SOLUCION. 

(1) f ( x )  no es continua en x  = 2 ,  pues el valor f ( 2 )  no existe. 

(2) g (x )  no es continua en x  = 2 ,  pues 

2 x  - 4  
lirn g(x )  = lim - = lim (x  + 2 )  = 4  + 5 = g(2)  . 
x-2 x+2 x - 2  x+2 

2 x  - 4  
(S)  h (x )  es continua en x  = 2 ,  pues lirn h(x)  = lirn - = 4  = h(2)  . 

x+2 x-2 x - 2  

(4) k(x)  no es continua en x  = 2 ,  pues no existe lirn k(x)  ya que de 
x-2 

x - 2  x - 2  
lim k(x)  = lim - = lim - 
x+2+ x+2+ 1% - 21 1-12~ 1 - 2  

x - 2  x - 2  
y lirn k(x)  = lim - = 1im - 

x+2- x+2- I X  - 21 x-2- - ( X  - 2 )  

(cuando x  > 2) 

(cuando x  < 2 )  

se sigue que lirn k(x)  # lirn k(x) ,  y por lo tanto, no existe lim k(x)  . 
x+2+ x-2- x+2 



(5)  p(x) no es continua en x = 2 ,  sea bien por que no existe p(2), o sea bien porque 
no existe lim p(x). 

x+2 

7.5 PROPIEDADES DE PRESERVACION DE LA CONTINUIDAD 

TEOREMA. Sean f (x) y g(x) dos funciones continuas en el punto a. Entonces 

(1) La función suma f ( x )  + g(x) es continua en a. 

(2) La función producto f ( x )  .g(x) es continua en a. 

(X' es continua siempre que se cumpla que g(a) + O.  (3) La función cociente - 
s ( x )  

(4) La función potencia enésirna f ( ~ ) ~  es continua en el punto a. 

(5) La función raíz enbsima drn es continua en el punto a. 

Todas estas propiedades se siguen directamente de las propiedades correspondientes 
establecidas para los límites de funciones en el punto a. 

FUNCIONES CONTINUAS IMPORTANTES. Son continuas: 

1. La funci6n polinomial bo + blx + . .. + b,xm , en todo punto x.  

b, +b,x+... +b,xm 
2. La funcibn racional , en todo punto x donde el denominador 

Co + C I X  + ... + C,X  

sea # 0. 

3. Las funciones Mgonom6tricas 

a) sen x , en todo punto x 

b) cos x , en todo punto x, 

sen x K 
c) tg x = - , en todo punto x tal que cosx # O, o sea en todo punto x # 2kn + - , 

cos X 2 
donde k =  O, fl, f2, ... 

cos X d) ctg x = - , en todo punto x tal que sen x # O ,  o sea en todo punto x # 2Kn, 
sen x 

donde k =  O, Itl, f2, ... 
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7.6 TEOREMA. Composición de funciones continuas. Si f(x) es una función 
continua en el punto a ,  y g(x) es una función continua en el punto f(a),  entonces la 

función compuesta h(x) = g[f (x)], es una función continua en el punto a. 

EJEMPLOS. 

1. La función h(x) = sen(x2 - 2x + 5) es continua en cada punto x,  pues las funciones 

f (x) = x2 - 2x + 5,  g(x) = sen x son continuas, y 

2 h(x) = sen (x - 2 x  + 5) = g(x2 - 2x + 5) = g(f(x)) 

2. La función h(x)  = sen(cosx2) es continua en cada punto x, pues las funciones 

2 
f (x) = x , g(x) = cosx , h(x) = sen x , son continuas y 

h(x) = sen(cosx2) = h(coex2) = h[g(x2)] = hIg[f(x)]} 

7.7 CLASlFtCAClON DE LAS DISCONTINUIDADES 

Hemos dicho que la función f(x) es discontinua en el punto a si se cumple al menos 
una de las tres condiciones siguientes: 

(1) f (x) no está definida en a ,  

(2) no existe lim f (x) , 
%+O 

(8) lim f (x) + f (a) . 
%+O 

Decimos que la función f (r) tiene discontinuidad evitable o removible en el punto a si: 

i) Existe el número real lim f (x) , y 
%+a 

ii) f (a) no existe o, si f (a) existe, se tiene lim f (x) * f (a). 
%+O 

si x z a  
En tal caso se deñne f ' ( x )  = si = a 

La nueva función f * (x) resulta ser continua en a y se llama la extensión o pro- 
longaci6n continua de f (x) al  punto a. 



Decimos que f(x) tiene una discontinuidad de primera clase en el punto a si 
existen los límites finitos lirn f (x) y lim f (x) y no son iguales los tres valores 

x+a %+a- 

f(a),  l$f(x) Y l*f(x)- 
x - + a  x+a 

(Admitimos la posibilidad de que f(a) no exista). En caso contrario decimos que 
f (x) tiene una discontinuidad de segunda clase en el punto a. 

De las definiciones, se sigue inmediatamente que toda discontinuidad removible es 
de primera clase. 

1 
EJEMPLO 1. Clasificar la discontinuidad de f (x) = 2 - x sen - en el punto x = O. Si la 

X 

discontinuidad es removible, definir la prolongación continua f *(x) de f(x) en el 
punto x = O. 

SOLUCION. No obstante que f (x) no estd definida en el punto x = O, dicha función 
tiene una discontinuidad removible (y por lo tanto de primera clase) en el punto x = O .  
En efecto, existe 

1 
ya que lim xsen- = O se sigue directamente de O S lxsenll S 1x1 y del teorema del 

Sandwich. 

La prolongacicín continua f * (x) de f (x) en x = O es dada por: 

f(x) si x + O 1 
2 - xsen- si x+O 

si o 

2 si x=O 

( I + X ) ~  - 1 
EJEMPLO 2. La funci6n f (x) = no está definida en x = O. Definir f (O) de 

2x 
manera que f (x) sea continua en x = O. 

SOLUCION. Puesto que 
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( 1 + ~ ) ~  - 1  (1+6x+15x2 +30x3 +...)- 1 
lim f ( x )  = lim = lim 
x-o x-0 2x x+o 2x 

3 + 2 x + 9 x 2  +...] = 3 ,  
x+o 

1 
podemos definir f (0)  = 3 ,  y la función f ( x )  es ahora continua en x  = O.  

1 
EJEMPLO 3. Determinar la clase de discontinuidad de f ( x )  = - en el punto x =  1. 

x - 1  

SOLUCION. La función tiene discontinuidad de segunda clase en el punto x  = 1, pues 

lim f ( x )  = +m , l i m f ( x ) = - m  
x-i l+ x+ 1- 

no son límites finitos. 

EJEMPLO 4. Sea f ( x )  = (-1)u4xn , donde 1 es la funci6n mayor entero. Pmbar que no 
existe lim f ( x )  y concluir que f ( x )  tiene una discontinuidad de segunda clase en el 

x+o+ 

puiito x=O.  

SOLUCION. Por reducción al absurdo. Supongamos que existe un número real L tal 
que lim f ( x )  = L. Entonces, para E = Y2 existe un 6 > 0 tal que 

x+o+ 

O < x < 6 implica 1 f ( x )  - LI < 1/2 (1) 

1 
Elijamos un número par 2n tal que - < 6. 

2n 

1  
Luego se tiene - 1 1 

Y -  < 6 y [l) = ( - l ) ~ ~ ~ l =  ( - 1 1 ~ ~  = 1, pusi - = 2n. 
2n 2n+ 1 2n !m 

2 n + 1  
y empleando (1) 



De (2) y (3) resulta la contradicción L > O y L < O. 

Luego, no existe lim f ( x ) ,  y por lo tanto f ( x )  tiene una discontinuidad de segunda 
x-bo*  

clase en O. 

7.8 DEFINICION. Continuidad en un intervalo cerrado. 

Decimos que la función f ( x )  es continua en un intervalo cerrado [a,  b] si: 

( 1 )  f (z) estll definida en cada punto x del intervalo. 

(2) f ( x )  es continua en todo punto del intervalo abierto (a ,  b) es decir lim f (x )  = f (c )  
X+C 

para todo c de (a ,  b)  . 
(3) f ( x )  es continua por la derecha en el extremo a ,  es decir lirn f ( x )  = f ( a )  

x+a 

(4) f ( x )  es continua por la izquierda en el extremo b, es decir lirn f ( x )  = f (b)  . 
x+b- 

EJEMPLO 1. Redefinir la función 

para obtener su prolongación continua en el intervalo cerrado [O, 11. 
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x - 1  
SOLUCION. Notemos que si O S x  S 1  entonces - - - - 1, luego 

1%-ll 

(1) f ( x )  es continua en el intervalo abierto (O, 1). pues si O < c < 1 entonces 

lirn f ( x )  = lirn - 1 = -1= f ( c )  
X+C x -bc  

(2) f ( x )  es continua por la derecha en O: 

lim f ( x )  = lirn -1 = - 1 =  f ( 0 )  
x+o+ x+o+ 

(3) f ( x )  no es continua por la izquierda en 1. En efecto, 

lim f ( x )  = lirn -1  =-1#4= f (1) .  
x+ 1- x-b 1- 

La prolongación continua f * ( x )  de f ( x )  a todo el intervalo cerrado [O, 1] es dada 

o, en forma más simple f * ( x )  = -1 para todo O < x S l .  

2 

EJEMPLO 2. Determinar la continuidad de la funci6n g ( x )  = en el intervalo 

SOLUCION. Para x  = 12 la función no está definida y por lo tanto es discontinua en 
los extremos. Estas discontinuidades son de segunda clase pues no son finitos los 
límites 

lim g ( x )  = lim = + m ,  
x+-2+ x+-2+ x+-2- x+-2- 

lim g ( x )  = lim /z = +m 

Por otra parte, si -2 < c  < 2  entonces la función es continua en e pues c2 < 4 y 



Nota. Una función f (x) es continua en el intervalo semiabierto por la derecha [a ,  b)  si 
es continua en todo punto x del intervalo abierto (a, b) y ademis es continua por la 
derecha en el punto a .  
De manera similar se define la continuidad en un intervalo semiabierto por la izqui- 
erda (a,  b] , y también, en intervalos de la forma ( a ,  + m ) ,  (-m, a ) ,  [a ,  + m),  (-m, a ]  y 

en toda recta W = (-m, + m) 

EJEMPLO 3. Determinar los intervalos en los cuales cada una de las siguientes 
funciones es continua 

SOLUCION. 

1 
(1) La función f (x) = 2- no está definida en x = +3 y por consiguiente es 

x - 9  
discontinua en estos puntos. 

2 Por otra parte, si c # 13 entonces c + 9 y lim f (x) = lim = A = 
X+C 

2 
X + C X  - 9  C -9  

f (4  9 

y por lo tanto f(x) es continua en todo punto c + k3 .  Concluimos pues que f (x) 
es continua en los intervalos (-m, 3), ( - 3 , 3 ) ,  (3, + m).  

2 2 (2) Tenemos que x - 2 x - 8 2 0  o (x-1) 2 9 ,  que es equivalente a x - 1 2 3  o 
x -11-3 ,0  tambiéna x 2 4  o x s - 2 .  

Luego g ( x )  = 4x2 - 2% - 8 es t i  definida solamente en los intervalos (-m, - 21 y 

[4, + 00) 

Puesto que x2 - 2x - 8 > 0 si x es un punto de (-m, - 2) o de (4, + a) tenemos 

lim g(x) = lim d z  = Jz' = g(c )  , si c se encuentra en los in- 

tervalos abiertos, y se ve directamente que 

lim g(x) = 0 = g(-2) , lim g(x) = O = g(4). 
x+-2- x-+4 

Concluimos Ques que g(x) es continua en los intervalos (-m, - 21 y [4, + m). 
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7.9 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. 

TEOREMA. Sea f (x) una función continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces se 
cumple lo siguiente: 

(1) f (x) es acotada sobre [a, b] . Es decir, existe un número C > O tal que 1 f (x)( S C 

para todos los puntos del intervalo [a, b] . 

(2) f (x) tiene un valor minimo y un valor máximo en [a, b] . Es decir, existen puntos 

X, y x ,  en [a, b] tales que f (x,) 5 f (x) 5 f (x,) , para todos los puntos x del in- 

tervalo [a, b] . 

Designamos con m = f (x, ) = el valor mlnimo de f (x) en [a, b] 

y M=f(x , )=e lva lormáxirnode  f(x)en[a,b] 

(3) Teorema del valor intermedio: f ( x )  toma todos los valores intermedios entre m y 

M, es decir que 

i )  m í f ( x )  < M,  para todo x de [a, b] , y 

i i )  dado un número y cualquiera tal que m 5 y 5 M ,  entonces existe al menos 
un x de [a,b] tal que y = f ( x )  

Nota. En particular, para todo número y comprendido entre f (a) y f(b), existe al 
menos un x de [a, b] tal que y = f (x) . 

(4) Teorema del cero: Si f ( a )  y f(b) tienen signos opuestos, entonces existe un 
número x en el intervalo abierto (a, b) tal que f (x) = O. 

Nota. Cualquier x tal que f (x) = O se llama un cero de la fccnción o una raiz de la 
ecuación f (x) = O. 

- - - - - - -  - - - - - - - - - - h----- valor máximo 

valor mínimo 

Grtífica de una funcion continua sobre un intervalo cerrado. 



Si f ( x )  es una función continua sobre el intervalo cerrado [a,b] entonces adquiere 
valores máximo y mínimo, M y m, respectivamente, y los valores f ( x )  llenan el in- 
tervalo cerrado [m,  M]. 

7.10 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Probar que si f ( x ) ,  g (x )  son funciones continuas en el punto a, entonces 

('), cuando g(a)  t 0 ,  son continuas en a. las funciones f ( x )  + g(x )  , f ( x )  . g ( x )  y - 
g(x )  

SOLUCION. 

(1) Tenemos lim [ f  ( x )  + g(x)] = lim f ( x )  + lim g(x)  = f (a )  + g(a) 
*+a x+a x+a 

Luego f ( x )  + g ( x )  es continua en a. 

(2) Tenemos lirn [ f  ( x )  . g(x)] = lirn f ( x )  . lirn g(x)  (producto de limites) 
x+a .x+a x+a 

= f ( a )  . g(a) (continuidad de f ( x )  y g ( x )  en a )  

Luego f ( x )  . g(x)  es continua en a. 

lirn f ( x )  
f ( x )  x+a (3) lim - = (cociente de límites, si lim g(x  j + 0 1 

.+a g(x )  lim g(x )  x-+a 
x+a 

f (4 = -  (continuidad de f ( x )  y g ( x )  en a )  

('1 es continua en a. Luego - 
g(x )  

PROBLEMA 2. Probar que si f ( x )  es continua en el punto a,  entonces las funciones 

f (x) .  y d f o  son continuas en a. 

SOLUCION. 

(1) Tenemos lim f (x)" = = f (a)". Luego f (x)" es continua en a. 
x+a 

(2) Tenemos lim dfofO = dm- = dm. Luego dfo '  es continua en a. 
x+a X-a 
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Nota. Como ya se ha dicho en el capítulo de límites asumimos que d f o  esta4 defi- 

nido. Es decir que si n es impar, f ( a )  puede ser cualquier número; y que si n es par, 
entonces se supone que f ( x )  > O y por lo tanto f ( a )  > O .  

PROBLEMA 3. ~ k o b a r  que P(x) = bo + b,x + ... + bmxm es una función continua en cada 

punto a. 

SOLUCION. Debemos probar que lim (bo + b,x + .. . + bmxm ) = bo + bla + .. . + bmam , lo 
x+a 

cual ha sido establecido en el problema 22, Sección 6.3 del capítulo de límites. 

Sin embargo, procederemos a dar una demostración directa de este resultado haciendo 
uso de las propiedades de las funciones continuas. 

Paro 1. Toda función constante f ( x )  = c es continua en a.  

En efecto lim c = c = f ( a ) .  
x+a 

Paso 2. La función identidad g(x) = x es continua en a. 

En efecto, se cumple limx = a = g(a) ,  ya que para E > O existe 6 = E > O tal que 
x+a 

O < lx-a1< 6 implica Ig(x)-g(a)( =Ix-al < S  = E .  

Paso 3. bo + b,x+. . . .+ bm xn' es continua en a .  En efecto, las funciones bo , blx , . . . , bmxm 
son continuas en a por ser productos de funciones constantes y g(x) = x.  

Luego, bo + b,x + ... + bmxm es una función continua, por ser suma de funciones conti- 
nuas. 

bo +b lx+ . . .  +bmxm 
PROBLEMA 4. Probar que la función racional R(x) = es continua 

Co +CIX+ ...+ C,X 

en todos los puntos en los que el denominador no se anule. 

SOLUCION. Las funciones polinomiales 

P(x) = bo + b1x + ... + bmxm y Q(x) = co + clx + ... + c,xn 

son continuas en todo punto a , por el problema 3. 

Luego, la función cociente R(x) = - P ( x )  es continua en todo punto a tal que 
Q(x) 

Q(a) t 0 ,  por el problema 1. 



PROBLEMA 5. Probar que si f ( x )  es continua en a entonces 1 f ( x ) (  es una función 

continua en a. 

SOLUCION. Tenemos 

lim (f ( x ]  = 1 lim f ( x )  1 (por el problema 2 5 ,  Sección 6.3) 
x+a x+a 

= 1 f (a) 1 (continuidad de f ( x )  en a) 

Luego, 1 f ( x ) (  es continua en a. 

PROBLEMA 6. Hallar los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes 
funciones: 

SOLUCION. 
x2 + 5 x + 6  

(1) Puesto que la fiinción racional es continua en todo punto x  tal que 
x + 2  

x  + 2 t 0, tenemos que f ( x )  es continua en cada x  # -2 .  

Por otra parte, 

x 2 + 5 x + 6  ( x  + 2)  ( x  + 3 )  
lim f ( x )  = lim = lim = lim ( x + 3 )  = - 2 + 3  = 1 .  

x+-2 x+-2 x + 2  x 4 - 2  x + 2  x+-2 

Y como f ( -2)  = 3 ,  tenemos lim f ( x )  + f ( -2 ) .  Concluimos que -2 es el único 
x+-2 

punto de discontinuidad de f ( x )  . 
(2) La funci6n 1% +71 es continua en todo punto por ser el valor absoluto de la 

funci6n continua 3 x  + 7. Luego, g ( x )  es continua en todo punto x  z -% . 
Por otra parte, lirn g ( x )  = lim 13% + 71 = 1 3 ( -  P) + 7  1 = 0 
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y como g(- 9) = 2, tenemos que lim g(x) t g(- 4). Por lo tanto, g(x)  es dis- 
7 

x+- - 
3 

continua en el punto - 7 /3 .  

(3) La función h(x) es continua en todo punto x # 1, 2, por ser igual a fúnciones 
polinomiales, las que, según sabemos, son continuas en todo punto. 

Continuidad en el punto x = 1. 

Calculamos los límites laterales en x = 1: 

lirn h(x) = lirn (2x + 3)  = 2(1) + 3 = 5 ,  
x+ 1- x+ 1- 

lirn h(x) = lim (4 - 3x) = 4 - 3(1) = 2, 
x-* l+ x-? l *  

Y lim h(x) t lim h(x).  Luego, h(x) es discontinua en el punto x = 1 
x+ 1- x+ l+ 

ya que no existe lirn h(x) . 
x+ 1 

Continuidad en el punto x = 2 .  

Calculamos los límites laterales en x = 2 : 

lim h(x) = lim ( x - 4 )  = 2-4 = - 2  . 
x+2+ x+2+ 

Luego, existe lim h(x) = -2 y como h(2) = 2 - 4 = -2 
x+2 

se tiene que lim h(x) = h(2) , 
x+2 

y por lo tanto h(x) es continua en el punto x = 2. 

En resumen, el único punto de discontinuidad de h(x) es x = 1. 

RESPUESTA. 

(1 )  x = -2 para la funci6n f ( x )  . 
(2)  x = - 7 /3  para la fúnción g(x) . 

(3) x = 1 para la función h(x) . 



PROBLEMA 7. Hallar todos los puntos de discontinuidad de la función mayor entero 
[xD ( o funcidn parte entera de x 1. 

SOLUCION. Por definición se tiene 1x1 = n si n < x < .n + 1, n es un número entero. 

Sea a talque n < a < n + l .  

Caso 1. Si n < a < n + 1 entonces 

1x1 = n = función constante de n en el intervalo abierto (n, n+l). 
Y como toda función constante es continua en cada punto, concluimos que 1x1 es 
continua en cada punto a tal que n < a < n + 1. 

Calculamos los límites laterales 

lim [xj = lim (n-1) = n - 1  (pues si n -  l s x  < n ,  entonces [xj= n -  1) 
x+n- x+n- 

lirn [xj = lim+ n = n 
x+n x+n 

(puessi n < x < n + l , e n t o n c e s  [x]l=n).  

Como lim 1x1 t 1% [xl , no existe lim 1x1, y la función 1x1 es discontinua en 
x+n- x+n x+n 

a=n. 

Luego [xj es discontinua en cada entero n. 

PROBLEMA 8. Definir cada una siguientes funciones en el punto indicado de manera 
que resulte ser continua en dicho punto. 

SOLUCION. Basta calcular los límites de las fiinciones dadas cuando x = a y definir 
las funciones en el punto a con valor igual a tales limites. 

(1) Tenemos 

J X - 2  ( 2 + ~ ) - 2 ~  
lim f (8). = lim = lim 
%+a %+a x - 8  ( x - ~ ) ( J x  + 2) 
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Y así definimos f ( 8 )  = Y48 

para que f (x )  sea continua en x  = 8.  

(2) Tenemos 

Y asi definimos f (O)  = i / 3 ,  

para que la función g(x) sea continua en x  = O .  

PROBLEMA 9. Hallar los puntos de discontinuidad de la función 

SOLUCION. En primer lugar, vamos a obtener una expresión más simple de la funci6n 
f ( x )  

-1. [ x ] = p a r = 2 n .  

Entonces 2 n S x c 2 n + l  y f ( x ) = I x - [ x l ) = I x - 2 n l = x - 2 n .  

-2. [xQ=impar=2n-1. 

Entonces 2 n - l * ; x < 2 n ,  2 n < x + l c 2 n + l  y, 

f(x) = Ix- [x+l ] l  = 1%-2nl = 2n-x pues x < 2 n .  



En resumen f ( x ) = x - 2 n  si 2 n ~ x c 2 n + l ,  y 

f ( x )  = 2n - x si 2n - 15 x c 2n , de donde concluimos que 

f 6 % )  es continua en cada punto de los intervalos abiertos (2n, 2n+l) y (2n  - 1, 2n) 
para todo entero n. 

Continuidad en un nrlmero par 2n. 

Calculamos los limites laterales 

lim f ( x )  = lim (2n - x )  (pues 2n - 1 < x < 2n , cuando x + 2n-)  
x-+2n- x-+Zn- 

=2n-2n=O 

m f ( x )  = lim ( x  - 2n) (pues 2n < x < 2n + i , cuando x -, 2n') 
x+2nt x+2n* 

= 2 n - 2 n = 0 .  

Luego lim f ( x )  = 0 = f (2n)  , lo que prueba que f ( x )  es continua en 2n. 
x+2n 

Continuidad en un ndmem impar 2n - 1. 

Tenemos lim f ( x )  = lim [ x  - (2n - 2)] 
x-i(Zn- 1)- x+(2n-1)- 

(pues 2 n - 2 c x c 2 n - 1 ,  cuando x + ( 2 n - l ) + )  

Luego lim f ( x )  = 1 = f (2n - l), y por lo tanto f ( x )  es continua en el punto 
x+Zn-1 

2n - 1. 

PROBLEMA 10. Hallar los intervalos en los cuales las siguientes hc iones  son con- 
tinuas 

SOLUCION. 

(1) Puesto que f ( x )  es una función racional, sabemos que es una función continua en 

todos los puntos x tales que r Z  - 7 x  + 6 + 0 .  
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2 De x  - 7x  + 6  = ( x  - 6)(x - 1) = 0  vemos que x  = 1, 6, son los únicos puntos que 
anulan el denominador de f ( x ) .  Luego la función f ( x )  es continua en los interva- 
los abiertos (*, 11, ( l ,6 )  y (6, + m). 

(2) Simplificamos la expresión dada de g(x).  

Si [ x B = n ,  entonces n < x < n + l ,  - n - 1 < - X S - n  y - n < l - x s l - n .  

si - n < l - x c l - n  o n < x < n + l  
Luego 11-x] = 

1 -n  si 1 - x = l - n  O x = n .  

Y por lo tanto, si n  < x  < n  + 1  tenemos 

f ( x )  = 1-x+[x]-11-x]  = 1-x+n-( -n)  = 1-x+2n;  

y si x = n , tenemos 

Enresumen, f ( x ) = l - x + 2 n  si n < x < n + l  y f ( x )=n  si x = n .  
Se sigue pues que f ( x )  es continua en cada intervalo abierto (n,  n  + 1). 

Continuidad en el punto n. Calculamos los limites laterales 

lim- f ( x )  = lim (1-x+2(n-1))  (pues n - l < x < n  cuando n + n - )  
x+n x-n- 

= 1-n+2(n-1)  = n - 1 ,  

lim f ( x )  = lim (1- x  + 2n) (pues n < x < n + l  cuando x+n')  
x+n+ x+n+ 

=1-n+Zn=l+n ,  

y puesto que f ( n )  = n  + lim f ( x )  , lirn f ( x )  , concluimos que f ( x )  es continua m- 
x+n- x+n 

lamente en coda intervalo abierto (n, n  + 1). 

PROBLEMA 1 1. Determinar si la función 

f ( x ) = ~ x - 1  s i x ~ ~  y f ( x ) = x 2 - 3  d x > 2  

es continua en los siguientes intervalos: 

(1) (-a, 21 (2) (0,4) (3) [2,5) (O (2, 6) 



SOLUCION. 

(1) Sí, porque f ( x )  = 2x - 1 es una función continua en toda la recta. 

(2) f ( x )  es continua en cada punto a tal que O c a c 2 o 2 c a c 4 , pero 

lirn f ( x )  = lirn (2x -  1) = 2(2 ) -1  = 3  
x-2- x-2- 

lirn f ( x )  = lirn ( x2  - 3 )  = (2)2 - 3  = 1 
x+2+ x+2+ 

de donde se sigue que no existe lirn f ( x )  , y por lo tanto, que f ( x )  no es continua 
x+2 

en x = 2 .  

Luego, la función no es continua en el intervalo abierto (0,4).  

(3) Puesto que 2 iim f ( x )  = iim (x  - 3 )  = 1 ,  
x+2+ x+2+ 

se tiene que lim f ( x )  + f (2)  , y por lo tanto f ( x )  no es continua en el intervalo 
x+2+ 

[2 ,5)  

2 (4) Puesto que f ( x )  = x - 3 para x > 2 , concluimos que f ( x )  es continua en el 
intervalo abierto [2,5). 

PROBLEMA 12. Hallar los valores de A y B para que sea continua la función 

SOLUCION. 

La función f ( x )  es evidentemente continua en todos los puntos x # - 2 , l .  

Así, solamente debemos exigir la condición de continuidad en los puntos x = -2, 1. 

Para la continuidad de f ( x )  en x = -2 tenemos 

lim f ( x )  = Iim f ( x )  = f (-2) o lirn (x  + 2A) = lirn (3Ar + B) = - 6A + B , 
x+-2- x+-2+ x+-2- x+-2+ 
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-2 + 2 A  = -6A + B , que da la ecuación 8A - B = 2  

Similarmente, para la continuidad de f ( x )  en x = 1  tenemos 

lim f ( x )  = lim f ( x )  = f (1) o lim (3Ax + B) = lim (3x - 2B) = 3 A  + B , 
x+ 1- x+ l* x+ 1- X+ l+ 

3 A + B = 3 - 2 B ,  quedalaecuación A + B = l  

Resolviendo (1) y ( 2 )  obtenemos A = 113 y B = 213. 

PROBLEMA 13. Probar que la hnción 

1 si x es un número racional 

f (x)={O sixesunnúmeroirracional, 

no es continua en ningún punto. 

SOLUCION. Suponemos conocido el hecho de que entre dos números cualesquiera 
siempre existen números racionales e irracionales. Razonemos por reducción al 
absurdo. Supongamos que exista un punto a  tal que f ( x )  es continua en a, o sea que 
se cumple que lim f ( x )  = f (a).  

x+a 

Entonces para E = Y 2  existe un 6 > O tal que 1% - a) < 6 implica If ( x )  - f (a)( < Y2. 

ElQamos un número racional r y un número irracional i tales que 

Luego 

Y 

Entonces (1) es equivalente a 1  - i / 2  < f (a)  < 1 + i /2  o i / 2  < f (a)  < 312 

y (2)  es equivalente a - i / 2  < f (a)  < l / 2  . Asi obtenemos la contradicci6n i /2  < f (a )  y 

f ( a )  < l / 2 .  

Luego f ( x )  no es continua en ningún punto. 

PROBLEMA 14. Dar ejemplos de dos hciones  discontinuas tales que la suma y el 
producto de las mismas sean funciones continuas. 



SOLUCION. Sea f ( x )  la función discontinua dada en el problema 13. 

Tomemos g ( x )  = 1 - f ( x )  . Entonces g ( x )  también es discontinua, ya que si fuese 

continua, la función 1 - g ( x )  = 1 - [1- f (x ) ]  = f ( x )  sería continua. 

Por otra parte, tenemos que 

f ( x )  + g(x)  = f ( x )  + [ 1 - f ( x ) ]  = 1 = función constante, 

que es una función continua, y 

f ( x )  . g(x)  = f ( x )  . (1 - f ( x ) )  = O = función constante, 

pues si x  es un número racional entonces f ( x )  = 1 y 1 - f ( x )  = O, 

y por lo tanto f ( x )  .g(x)  = 0; y si x  es un número irracional, entonces f ( x )  = O, y 

también obtenemos f ( x )  . g ( x )  = 0. Luego f ( x )  . g ( x )  es una función continua. 

PROBLEMA 15. Probar que las funciones sen x  y cos x son continuas. 

SOLUCION. Debemos probar que lim sen x  = sen a y lim cos x  = cosa. 
x+a x-a 

Estos dos resultados fueron establecidos en el ejemplo 5 de la sección 6.3. 
Luego sen x  y cos x  son funciones continuas en todo punto a. 

PROBLEMA 16. Composición de funciones continuas. 

Probar que si f ( x )  es continua en el punto a y g ( x )  es continua en el punto f ( a ) ,  

entonces la función h (x )  = g(f  ( x ) )  es continua en el punto a. 

SOLUCION. Debemos probar que lim g(  f ( x ) )  = g(f (a) ) .  
x+a 

Sea &>O 

POSO 1. Por la continuidad de g(y) en f (a),  existe un 6,  > 0 tal que 

IY - f (a)( < 6,  implica 1 g ( y )  - g ( f  (a ) )  1 < 

POSO 2. Por la continuidad de f ( x )  en a, para 6, > O existe un S > O tal que Ix - al < 6 

implica I f (x ) - f (a) l<S1.  

Luego, si Ix-a1<6 entonces I f (x ) -  f(a)l < a l  , por el paso 1, y a su vez 

1 f ( x )  - f (a)( < 6,  implica 1 g(f (4) - g(f (a) )  1 < Por el paso 2. 
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Así hemos probado que lim g( f (4) = g( f (a))  S 

x+a 

y por lo tanto, que g(f (x ) )  es continua en el punto a. 

PROBLEMA 17. Sean las funciones 

Hallar todos los puntos en los cuales la función compuesta g(f ( x ) )  es continua. 

SOLUCION. 
x + l  

La función y = f ( x )  = - es continua en todos los puntos x z 1. 
x - 1  

La función g(y) = 6 es continua en todos los puntos y 2 O .  

Luego, por el problema 16, la función compuesta g(f ( x ) )  es continua en todos los pun- 

x + l  
tos x  # 1 tales que f ( x )  2 O. Estos puntos son los que satisfacen - 2 0 ,  esto es, los 

x - 1  
puntos del conjunto (-m, - 11 U (1, + 00) 

PROBLEMA 18. Determinar la continuidad de 

f(.) = 
nx2 n - nxn2 

2 , en el intervalo cerrado [-1, 11 . 
x  -1 

SOLUCION. La función no está definida en los extremos -1, 1 . Vamos a obtener una 
expresión más simple de la función f (x) .  

Si - i < x < O  entonces [ x l = - 1 ,  0 < x 2 < l  y [ X " D = O ,  

o - ( - I ) ~  1 = -- 2 luego f ( x )  = , 
2 

. Ysi O s x < l ,  entonces I [ x D = O , O l x  < l  y 
x  -1 x  -1 

[ x21  = O , luego f ( x )  = O. 

1 
En resumen, f ( x )  = - 2- si -1 < x  < O; y f ( x )  = O , de otra manera. 

x  -1 

De tal expresión, concluimos que f ( x )  es continua en todos los puntos de los inter- 
valos (-1, O) y (O, 1). 



Continuidad en O. Calculamos los límites laterales 

1 
lirn f ( x )  = lirn - - = 1 
%+o- x-o- x2 - 1 

Y lim f ( x )  = lim O=O. 
x+o+ %+o+ 

Luego, no existe lirn f ( x )  y la función no es continua en el punto O. 
%+O 

1 Continuidd en -l. Tenemos lim f ( x )  = lim - - = +m. 
x+(-l)+ x+(-l)+ x2 - 1 

Así, f ( x )  tiene una discontinuidad de segunda clase en x  = -1. 

Continuidad en 1. Tenemos lirn f ( x )  = lirn O = O y por lo tanto en el punto 
%+ 1- %-+ 1- 

x  = 1, la función f ( x )  tiene una discontinuidad removible. 

PROBLEMA 19. Teorema del cero. 

Probar que si f ( x )  es una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y f ( x )  

cambia de signo en los extremos, entonces existe un número x en el intervalo abierto 
(a,  b )  tal que f ( x )  = O. 

SOLUCION. 

f ( x )  cambia de signo en los extremos si f (a). f (b)  < 0  o si f (a )  > O y f ( b )  < O , o 

f ( a ) < O  Y f ( b ) > O -  

En ambos casos, el número O se encuentra comprendido entre los valores f ( a )  y f (b) 
y por el teorema del valor intermedio, existe un número x  en [a, b] tal que f ( x )  = O.  

Puesto que f ( a )  y f (b)  + O , el número x  se encuentra en el intervalo abierto (a, b) . 

3 PROBLEMA 20. Probar que x  - 3x + 1 = O tiene una raíz real en el intervalo (1,2). 

SOLUCION. Consideremos la funei6n continua f ( x )  = x3 - 3x + 1 sobre el intervalo 
cerrado [l, 21. 

Esta función cambia de signo en los extremos. 

En efecto, f(1) = ( I ) ~  -3(1)+ 1= -1 



Continuidad 195 

luego, por el teorema del cero, existe al menos un número tal que 
3 1 < x < 2  y f ( x ) = O ,  osea x -3x+1=0.  

Asi la ecuación 3 x  - 3 x + l = 0  

tiene una raíz real en el intervalo abierto (l, 2 ) .  

PROBLEMA 2 1. Probar que todo polinomio p(x) de grado impar tiene una raiz real. 

SOLUCION. Sea p(x)  = bmxm + b,,,-lxm'l + . . . + bo donde bm > O y m es un número 
impar. 
Tenemos lim p(x)  = +oo 

x++m 
(1) 

lim p(x)  = -a 
x+-a0 

bo bm-l + ... +- bm +- 
Estos resultados se siguen de p(x)  = x xm 

1 9 

1 
lim - = O , a través de valores positivos, 

#++m X m  

1  
lim - = O, a través de valores negativos, pues m es impar. 

x-+-m 

De ( 2 )  se sigue que existe un número a  < O  tal que p(a)  c O, y de (l), que existe un 
número b > O tal que p(b) > O. 
Luego p(x) es continua en el intervalo cerrado [a, b] y cambia de signo en los extre- 
mos y entonces, por el teorema del cero existe un número x en (a, b) tal que p(x)  = O. 

PROBLEMA 22. Sea n un número entero. Probar que 

(1) lim + t g x  = - U , ,  lim t g x = + a o  
x-(,az+;) x+(n.+;)- 

(2) Probar que existen infinitos números reales x tales que tg x = x . 



SOLUCION. 

(1) Si x > nn + 4 2  escribimos x = nn + n/2 + h , con h > O. 

sen x sen(nn + x/2 + h) (-1)" cos h y t g x  = - = - - - tos h - -- 
cosx cos(nn + x/2 + h) -(-1)" sen h sen h ' 

donde hemos empleado 

sen(nn + x/2 + h) = sen(nx + x/2) cos h + cos(nn + ~ / 2 )  sen h , 
cos(nn + x/2 + h) = cos(nn + ~ / 2 )  cos h - sen(nn + x/2) sen h , 

con sen(nn + x/2) = (-I)~ y cos(nn + n/2) = 0. 

Luego - cos h lirn + t g x  = lim - = - m ,  
h+o+ sen h .+(..+;) 

pues l i m ( - c o s h ) = - 1  y l i m s e n h = O ,  s e n h > O ,  
h+o+ h-O+ 

a través de valores positivos de h. 

En forma análoga, si x < nx + x/2 hacemos x = níc + x/2 + h con h < O.  

Luego - cos h lirn tg x = lim - = 
h - + ~ -  sen h + m ,  

.t(n.+a)- 

pues lim(-cosh)=-1 y l i m s e n h = O ,  s e n h < O  
h+O- h+O- 

a través de valores negativos de h. 

(2) Fijemos un número entero n. Probaremos que en el intervalo abierto 

Por la parte (1) tenemos lim + [tgx-x] = -m- 

z-+(nn+:) 

lim [tgx-x] = +m- nn+-n = + m  .+(..+. )- ( n )  • 

X 3x 
Luego, la hnción tg x - x cambia de signo en el intervalo nn + - < x < nx + - . 

2 2 
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Y como es continua, por el teorema del cero existe un x en dicho intervalo tal que 
t g x - x = O .  

Así, hemos probado que existe un número x  en el intervalo 

R 
Finalmente, puesto que en cada intervalo , n = O, f l,f 2,f 3, ... , 

hay números x tales que tg x  = x ,  concluimos que existen infinitos x con esta 
propiedad. 

PROBLEMA 23. Sea f ( x )  una función definida en todo número real y tal que 

f ( x + y ) = f ( x ) + f ( y ) .  

Si f ( x )  es continua en el punto O probar que f ( x )  es continua en todo a. 

SOLUCION. Debemos probar que lim f ( x )  = f (a) .  
x+a 

Haciendo el cambio de variable x = a + h , tenemos 

lim f ( x )  = p% f (a + h )  = p i  f (a) + p .  f (h) = f (a)  + f (0) = f (a). 
x+a 

Luego lim f ( x )  = f (a ) ,  y así f ( x )  es continua en a. 
x+a 

PROBLEMA 24. Si f ( x )  es una función tal que 

(1) f ( x )  es continua en cero y 

(2) f ( x  + y )  = f (x).  f ( y ) ,  probar que f ( x )  es continua en todo punto a.  

SOLUCION. Haciendo x  = a  + h tenemos 

lim f ( x )  = 1im f ( a + h )  = lim f (a ) . f (h )  = f(a).f(O) = f (a+O) = f ( a ) ,  
x+a h+O h+O 

y asi, f ( x )  es continua en el punto a . 

PROBLEMA 25. Probar que si f ( x )  y g(x )  son dos funciones continuas en el punto a ,  

entonces la funnón M(%) = m&o{f (x),g(x)} es continua en el punto a. 



XNUCION. Por definición M ( x )  = f ( x )  si f ( x )  > g ( x )  y, 

M ( x )  = g ( x )  si f ( x )  < g ( x )  . 

Debemos probar que lim M ( x )  = M ( a )  
x+a 

Sea E > O .  Entonces 

(1) Existe un S ,  > O tal que Ix - al < S ,  implica 1 f ( x )  - f (a)l < a o 

f ( a )  - E < f ( x )  < f (a )  + E ,  ( por la continuidad de f ( x )  en a .) 

(2) Existe un S2 > 0 tal que )x - a )  < ti2 implica lg(x)  - g(a)l < E o 

g ( a )  - E e g ( x )  e g ( a )  + E ,  ( por la continuidad de g ( x )  en a .) 

Tomemos S = minímo {s,,s,} > O .  Luego, de las relaciones (1) y (2) se sigue que si 

) X  - a1 < 8 entonces f ( a )  - E < f ( x )  < f ( a )  + E , g ( a )  - E < g ( x )  < g ( a )  + E y por lo tanto 

M ( a )  - E = m&{f ( a ) ,  g ( a ) }  - E 

< mh{f  ( x ) ,  g ( x ) }  = M(%) 

< m&{f ( a ) , g ( a ) }  + E = M ( a )  + E 

bf, Ix - a )  e S implica 1 M(%) - ~ ( a ) l <  a , 

y por lo tanto hemos demostrado que lim M ( x )  = M ( a ) .  Luego M ( x )  es continua en 
x - a  

a. 



8.1 DERIVADA DE UNA FUNCION. Sea y = f ( x )  , una función definida en cada 
punto del intervalo abierto I. Decimos que f ( x )  es diferenciable (o derivable) en un 
punto x de I si existe 

lim f ( x  + h)  - f ( x )  
h h+O 

dy df En este caso, dicho límite se designa por - , f ' ( x )  , - ( x )  o Dx f ( x )  , y se llama la 
dx dx 

derivada de f ( x )  en e2 punto x. Por definición se tiene entonces que 

dy - = d f  f t ( x )  = = ( x )  = D x f ( x )  = lirn f ( x  + h)  - f ( x )  
h h+O 

Si la derivada f ' ( x )  existe para cada x  de 1, la función f ' ( x )  se llama la derivada de 
la función f ( x )  ; y decimos que f ( x )  es diferenciable en todo el intervalo I. 

El valor de la derivada de y en el punto a se suele denotar con 



8.2 REGLA PARA CALCULAR LA DERIVADA EN UN PUNTO. 

De la definición f ' ( x )  = lim f ( x  + h )  - f ( x )  = lim f ( x  + ~ x )  - f ( x )  , donde A x  = h,  
h-+O h  AX-O A X  

podemos extraer la siguiente regla para calcular la derivada de f ( x )  en el punto x .  

Paso 1. Se suma a la variable x  un incremento Ax # O,  y se calcula el valor f ( x  + A X )  . 

Paso 2. Se forma el incremento Ay de la función correspondiente al incremento Ax 
de la variable x ,  es decir, se calcula la diferencia Ay = f ( x  + A X )  - f ( x ) .  

Paso 3. Se divide ambos miembros entre el incremento de la variable x 

AY Paso 4. Se calcula lim - . 
&-+O A x  

Por definición, el límite resultante es f ' ( x )  , la derivada de f ( x )  en x .  

EJEMPLO. Hallar la derivada de y  = 3 x 2  + x  - 5 en el punto x .  

SOLUCION. Escribimos f ( x )  = 3 x 2  + x  - 5 . 

AY dY Pasod. lim - = 6 x + 1 .  Luego - = 6 x + 1 .  
Ax-O A x  dX 

8.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA. Recta tangente a una 
curva. 

La derivada f ' ( x )  puede ser interpretada como la pendiente de la recta tangente a la 

curva y  = f ( x )  en el punto ( x ,  f ( x ) ) .  En efecto, consideremos un punto P = ( x ,  f ( x ) )  

de la grzifica de y = f ( x )  . 
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Para un incremento Ax se obtiene el punto Q = ( x  + Ax,  f ( x  + A X ) )  de la gráfica de la 

curva, y la recta secante S que pasa por P y Q tiene pendiente 

Fijemos el punto P y hagamos que Ax tienda hacia cero. Entonces el punto Q se 
aproxima al punto P y la recta secante Sp gira al rededor del punto P. Si esta recta 

secante Sg tiende a una posición limite T, entonces consideramos a la recta T como la 

recta tangente a la curva en el punto P. 
Ahora bien, puesto que el punto P y la pendiente mq determinan completamente a la 

recta secante Sy para que ésta se aproxime a una posición limite, y ya que P esta 

fijo, bastará que exista 
AY lim m, = lixn - = f ' ( x ) ,  

L\x-+O Ax+O AX 

y tomar este número como la pendiente de T. 

Con esta discusión procedemos a dar las siguientes definiciones. 

Dada la función y = f ( x )  , llamamos recta tangente a la curva y = f ( x )  en x ,  ( o a la 

gráfica de f ( x )  en el punto (xl, f ( x l ) )  a la recta T que cumple las dos condiciones 

siguientes: 

T pasa Por ( ~ 1 9  f ( ~ 1 ) )  9 

Y T tiene pendiente f '(x, ) . 



Es decir, T es la recta cuya ecuación es T : Y - f ( ~ l )  = f t ( X l ) *  

X - X 1  

Se llama recta normal a la curva y  = f ( x )  en x l  ( o a la gráfica de f ( x )  en el punto 

( x , ,  f ( x , ) )  a la recta N que cumple las dos condiciones siguientes: 

N pasa Por ( x , ,  f ( x 1 ) )  9 

y N es perpendicular a la recta tangente a la curva en el punto ( x l ,  f ( x , ) )  . 
1 

Es decir, N tiene pendiente - - y su ecuación es 
f ' ( ~ 1 )  

EJEMPLO. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la parábola 
2 y  = 2 x  - 8 x  + 5 en el punto P, donde la pendiente de la normal es - Y4. 

2 SOLUCION. Escribimos f (x) = 2 x  - 8 x  + 5 .  

En primer lugar debemos calcular la derivada f ' ( x ) .  

Ay - 4 4 - 8 .  Luego f 1 ( x ) = 4 x - 8 .  Paso 4. f '(x) = lim - - 
Ax+O AX 

Hallamos el punto P = ( x , ,  f ( x , ) )  en el cual la recta normal tiene pendiente - l/4: 
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Luego, la recta tangente a la curva en P = (3,  - 1) es 

y la recta normal a la curva en (3, - 1) es 

8.4 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1 .  Hallar las derivadas de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

1) Tenemos y = m + b ,  y + A y = m ( x + A x ) + b ,  

Ay. = [ m ( x + A x ) + b ] - [ m x + b ]  = mAx . 

dy AY Luego - = lim - = m , ya que m  es constante. 
d=c Ax-*oAx 

3 x  - 1  ( x  + A X ) ~  - 1 
2) Se tiene y  = - , Y+AY= 

3 ( x + A x ) ~ - 1  x - 1  
Luego Ay = -- 

x  + Ax x 



d y  AY zX3  + 1 Tomando límites obtenemos - = lim - = - 
dx Ax-+o Ax 2 

X 

4 4 
3) Tenemos y = - 7 ,  y + A y = -  

x ( x  + A X ) ~  ' 

4 4 [ x 2  - ( x  + A X ) ' ]  
Luego 

A -  x  + A x )  , ] - [ - > ] = -  x 2  (X + A X ) ~  

dY Ay 8 x  8  -- Tomando límites resulta - = lim - = - - 
4 3 -  dx & + O &  X X 

4) Tenemos y  = (Ax + B ) ( C x  + D )  , y  + Ay = [ ~ ( x  + A x )  + B] [ ~ ( x  + A X )  + D] . 

Luego Ay = 2 A C x . A x  + A C ( A X ) ~  + A D . A x  + B C . A X  

d y  Tomando límites se tiene - - AY - lim - = 2 A C x + A D + B C .  
dx Ax+O Ax 

5 )  Tenemos y = x n  , y  + Ay = ( x  + AX)" . 

Luego 

dY AY n-1 Tomando límites obtenemos - = lim - = nx . 
dx &#-+O AX 
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PROBLEMA 2. Hallar la derivada de y  = f i  . 

XNUCION. Tenemos y  = f i  , y + Ay = . 

( x + A x ) - x  
A y =  J G - J ; =  - - 

A x  
Luego 

JZ+& J z z + J ;  

Por lo tanto 

PROBLEMA 3. Sea f ( x )  = 
x3 sen - si X + O  

si x = O  

Hallar f  '(O) . 

3 1 SOLUCION. Tenemos x = O , f ( O )  = O  , f  ( O  + A X )  = ( A X )  sen - . 
Ax 

3 1 Luego Ay = f ( O + A x ) -  f ( 0 )  = ( A X )  .sen- 
Ax 

AY 2 1 
Y - = ( A X )  .sen- . 

1 A x  Ax 

Tomando límites cuando A x  + O  obtenemos 

AY 2 1 f ' ( 0 )  = lim - = lim ( A X )  . sen- = 0 , 
Ax-PO A x  Ax+O , A x  

Puesto que de < 1 se sigue que < ( A x ) ~  + O  cuando 

& + O .  

PROBLEMA 4. Hallar la derivada de la función y  = t g  x  . 

SOLUCION. Tenemos y = t g  x  , y + Ay = t g  ( x  + A x )  . 
t g x - t g  AX 

Luego Ay = t g ( x + ~ x ) - t g x  = - t g x  
1 - t g  x . t g A x  



Ahora bien 
senAx O  - - = o  lim tg Ax = lirn - - 

A x + O  A%-0 cosAx 1 

sen Ax 

tg Ax - Ax 1 
lirn - - lim - = - = 1, 

A x + O  Ax A x + O  cosAx 1 

d~ AY tg Ax l +  tg2 x 
- lirn - = lirn - y por lo tanto - - . lim 

& A x - + O A x  Ax+O Ax A x - 0  1- tgx . tgAx 

PROBLEMA 5. Hallar las rectas tangente y normal a la curva y = sen x en el punto 

(%O) - 
SOLUCION. En primer lugar calculamos la derivada de y = sen x 

Ay = (y + AY) - y = sen (x + AX) - senx = sen x. cos Ax + sen Ax . cos Ax - sen x 

AY (1 - cos AX) sen Ax - = -senx i cosx . -. 
Ax Ax Ax 

Ahora bien 
2 

1- COSAX 
lim = lim = lim - = 0.1 = o 

Ax-O Ax A x + O  AX O 2 Ax 

sen Ax 
Y lirn - = 1. 

A x + O  x 

AY 1- cos Ax sen Ax 
dy - lim - = -senx.  lim Por lo tanto se tiene - - + cosx. lirn - 
dx A x + o  AX A x + O  Ax A x + O  AX 

= - (sen x)(O) + (cosx) (1) = cosx . 

dy Así -(senx)=cosx. 
dx 
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La recta tangente en el punto ( x: , O) es 

Y - 0  ylarectanormalenelpunto (sr ,O)  es -= 1 o y=%-st . 

1 
PROBLEMA 6. Hallar las pendientes de las tangentes a las curvas y =- e 

x - 1  
2 

y = x  - 2x+ 1  en el punto en que se intersecan. ¿Cuál es el ángulo entre estas 
tangentes? 

SOLUCION. 

(1) Determinamos el punto de intersección. 

1 2 2 
Tenemos - = x - 2x + 1  = (x - 1) , 

x - 1  

3 dedonde l = ( x - 1 )  y x = 2 ,  

1 
y por lo tanto y = - = 1 . 

2 - 1  

Luego (2,  1) es el punto en el que las dos curvas se intersecan. 

1 
(2) ~alculamos la derivada de y = - : 

x-1 '  

Por lo tanto 

2 (4) Calculamos la derivada de y = x  - 2x + 1. 

2 Tenemos y =  x  - 2 x +  1  



d 2 
Ay - 2 x - 2 .  Tomando límites obtenemos - ( x  - 2 x  + 1 )  = lim - - 

dx Ax+O A x  

1 
(5) Sea ml la pendiente de la tangente de y = - en (2, 1) .  

x - 1  

Luego 

Sea m, la pendiente de la tangente de y = x' - 2 x  + 2  en ( 2 , l ) .  

Luego 

(6) Si 0 designa el ángulo comprendido entre las tangentes obtenidas entonces se 
cumple 

-1- ( 2 )  
y por lo tanto tg 0 = = 3 .  

1  + ( -1 ) (2 )  

PROBLEMA 7. Hallar los puntos de la curva y = x3  + x  donde la recta tangente es 
paralela a la recta y = 4 x .  

SOLUCION. 
3 Escribimos y =  f ( x ) = x  + x  . 

Buscamos los puntos x ,  tales que f ' ( x , )  = 4  = pendiente de la recta y = 4 x  . 
Debemos calcular f ' ( x )  : 
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Tomando límites cuando Ax -+ O 

AY 2 f ' ( x )  = lirn - = 3% + 1  . 
Ax+O 

Si x,  satisface la condición f ' ( x )  = O entonces 
tenemos la ecuación 

2 3x,  + 1 = 4  , 

cuyas raíces son x ,  = k1 , y los valores de f ( x )  
correspondientes son 

f ( l ) = ( ~ ) ~  + 1 = 2  , para x,  = 1  

f(-1) = ( - I ) ~  +(-1) = -2 , para x,  = -1 . 

PROBLEMA 8. Si f ( x )  = ( x  - a)g(x )  donde g(x )  es una función continua en a,  hallar 

f f ( a )  

f ( a  + h )  - f ( a )  ( a + h - a ) g ( a + h ) - O  
SOLUCION. Tenemos f ' ( a )  = lim = lim 

= lirn g(a + h )  = lirn g (x )  = g(a)  . 
h-0 x-a 

PROBLEMA 9. Si f ( x )  tiene derivada en el punto a,  probar que 

f ' ( a )  = lirn f ( a + h ) - f ( a - h )  
h-O 2h 

SOLUCION. Tenemos 

l b  f ( a + h ) - f ( a - h )  = lim f ( a + h ) - f ( a ) + f ( a ) - f ( a - h )  - - 
h-bo 2h A+O 2h 

= - lirn f ( a  - h )  - f ( a )  
2 h-bo h h+O -h 

1  
= - [ f  ' (a)  + f ' (a)]  = f ' ( a )  . 

2 



PROBLEMA 1 O. Sea f ( x )  una función que cumple 

a) f ( x + y ) = f ( x ) . f ( y )  paratodo x, Y ,  Y 

b) existe la derivada f '(O) y f (0)  = 1 . 

Probar que existe f ' ( x )  para toda x  y que se tiene f ' ( x )  = f '(0). f ( x )  . 

SOLUCION. Tenemos 

f ( X  + h )  - f (4 
= lim 

f ( h )  - f ( 0 )  
f ' (2)  = lim f ( x ) - f ( h )  - f x  = 1 ( 1  1 h+O h  h+O h  h-O 

2 
PROBLEMA 1 l. Sea f ( x )  una función tal que 1 f (x ) l<  x  para todo x. 

Probar que f ( x )  es diferenciable en O y que f '(O) = O . 

SOLUCION. Haciendo x  = O en 1 f (x) l< x2 obtenemos 1 f (0)1= 0  y por lo tanto 

f(O)=O . 

Tenemos f '(O) = lim 
f (o + h )  - f (0 )  f ( h )  = lim - = 0  

h-+O h h+O h 

pues 

Así hemos probado que f '(O) = O. 

PROBLEMA 12. Sea f ( x )  una función diferenciable tal que f ( x )  = f ( -x)  para todox. 

Probar que f ' ( x )  = - f ' ( - x )  . 

SOLUCION. Tenemos f '(x) = lim f ( x  + h ) -  f ( x )  = lim f ( - x  - h)  - f ( - x )  , y 
h + ~  h  h - + ~  h 

f f ( x )  = - lim f ( -x  + k) - f (-4 = - f haciendo k = -h  , 
k+O k 
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PROBLEMA 13. Sea f ( x )  una función diferenciable tal que f ( x  + a )  = f ( x )  para todo 
x. Probar que f ' ( x  + a )  = f ' ( x )  para todo x. 

SOLUCION. Tenemos 

f ( x + a + h ) -  f ( x + a )  
f f ( x + a )  = lim = lim f ( x  + h)  - f (4 = f ' ( % )  

h+O h  h+O h 

8.5 CONTINUIDAD Y DERIVACION. 

TEOREMA. Si f ( x )  tiene derivada en el punto a,  entonces f ( x )  es continua en tal 

punto. Es decir, que se cumple 
lirn f ( x )  = f ( a )  . 
x+a 

PRUEBA. Tenemos f ( x ) - f ( a )  = f (4 - f ( a )  (% - a) si x # a ,  y 
x - a  

puesto que lim f ( x ) -  f (a)  = f t ( a )  y lim ( x  - a) = O , 
x + a  x - a  X+Q 

se concluye que lirn [f ( x )  - f (a) ]  = O  , esto es lirn f ( x )  = f (a) . 
x+a X+Q 

EJEMPLO. Demostrar mediante un ejemplo que si f ( x )  es continua en un punto a,  

entonces no siempre f ( x )  tiene derivada en ese punto. 

SOLUCION. Basta considerar la siguiente función 

Consideramos el punto a  = O, donde f (O) = O. 

POSO 1. la finciíín propuesta es continua en O  

lim f ( x )  = lim - x  =O= f(O), 
x-0- x+o- 

y lirn f ( x )  = lirn x  = O = f (O)  , 
x+o+ x+o+ 

y por lo tanto, existe lim f ( x )  = f (O) ,  y así f ( x )  es continua en el punto O. 
x+O 



P- 2. La función propuesta no tiene derivada en O. 

En efecto, calculamos los límites laterales 

y como estos límites laterales son distinos se sigue que no existe 

lim f (O+h) - f (O)  = f ' ( 0 ) .  
h+O h 

8.6 DERIVADAS POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. 

DEFINICION. Sea la función f ( x )  . Definimos 

1) La derivada por la derecha de f ( x )  en el punto a 

f: ( a )  = lim f ( a  + h )  - f ( a )  
9 

h-+0+ h 

si tal límite lateral existe. 

2) La derivada por la izquierda de f ( x )  en el punto a 

f:(a) = lirn f ( a  + h )  - f ( a )  
? 

h+O- h 

si tal límite lateral existe. 

Nota. Es una consecuencia inmediata de la definición de límites laterales que existe la 
derivada f ' (a)  si y solamente si existen y son iguales las derivadas laterales 
f:(a) y f_'(a). Si se cumplen tales condiciones, entonces se verifica la igualdad 

f ' ( a )  = f:(a) = fl ( a )  

es decir que las tres derivadas son iguales. 
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EJEMPLO. Sea f ( x )  = 1 sen x  l. Calcular f:(O) y f I ( 0 ) .  

SOLUCION. Tenemos f (O) = ( sen 0  1 = 0 .  

Luego 
sen h 

f:(O) = lim - 1.  
h j 0 +  h h+o+ h 

f ( o  + h) - f (O) lsenhl - sen h Y también f: (O) = lim = lim - - - lim - 
h+O- h h+O- h h+O- h 

sen h 
= - lim - - - - 1. 

h+O- h 

8.7 PROPIEDADES DE LA DERIVACION. 

TEOREMA. Sean u ( x )  y u ( x )  dos funciones que poseen derivadas en el punto x .  En- 
tonces se cumplen las siguientes propiedades 

1. Derivada de la suma y diferencia de dos funciones. 

2. Derivada del producto de una función por una constante. 

d 
-&u) = C Z ,  d" c es un número real, 

3. Derivada del producto de dos funciones. Regla del producto. 

4. Derivada del cociente de dos funciones. 

5. Derivada de una potencia de función. 



6. Derivada de una raíz de una función. 

En forma m6s general se cumple 

7. Derivada de U'. 

d du (ur)  = ur-l . - 
dx' 

r es un número real. 

8.8 DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES BASICAS. 

1. Derivada de una función constante f ( x )  = c .  

d 
-(c) = O , c es un número real. 

d d 
Ejemplos a) - ( 3 + & ) = 0 ,  b) - (2n)=0 .  

dx dx 

d 
2. Derivada do xn. - (xn)  = n  xn-' , n = O ,  +1, f2, ... . 

dx 

Ejemplos 

3. Derivada de una función polinomial. 

Ejemplos 
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En general se cumple 

5. Derivada de x'. 

Ejemplos. 

donde r es un número real . 

6. Derivadas de funciones trigonom6tricas. 

Sea v = v(x) una función diferenciable. Se cumple 

d du 
11. - (cos u) = - sen v. - , 

dx dx 

d 2 dv 
111. -(tg u) = sec u.- , 

dx di 

d 2 dv 
IV. - (ctg u) = -cosec u.- , 

d dv 
VI. - (cosec u) = -cosec u . ctg u . - . 

dx dx 



Ejemplos. 

d dx 
a)-(senx)=cosx pues -=1, 

dx dx 

7. Derivada de las funciones exponencial y logaritmo. 

d 
~jemplos. a) -(eX) = ex , 

dx 

d 1 d 
d) -ln(senx) = -.-(senx) = ctgx . 

dx senx dx 

8. Derivada de las funciones hiperbólicas. 
- e-X 

La función seno hiperbdlico se define por senh x = - para cada número real x . 
2 

ex + e-' 
La función coseno hiperbblico se define por cosh x = - para cada número real. 

2 
Se cumple 

d dv d dv 
1. - (senh u )  = cosh u.- , 11. - (cosh u) = senh v. - . 

dx dx dx dx 

Ejemplos. 

d d 
a) -senh(l+3x2) = cosh(l+3x2)--(1+3x2) = 6x cosh(l+3x2). 

dx dx 
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9. Derivada de las funciones trigonom&tricas inversas. 

1. La función arco seno se define por y = arc senx si y sólo si x = seny, y 

Se cumple 
d 1 du - (arc sen u)  = - - 
dx ,ID 'Lx , lul< 1- 

11. La función arco coseno se define por y = arc cos x si y sólo si x = cos y, y O < y I K. 

Se cumple 

111. La función arco tangente se define por y = arc tg x si y sólo si x = tg y, y 
1 -- 1 
K<Y<-K. 

2 2 

Se cumple 

IV. La función arco cotangente se define por y = arc ctg x si y sólo si x = ctg y, y 
O < y < x .  

Se cumple 
d 1 dv -(are ctg u) = - - - 
dx l + v 2  dx 

Ejemplos. 

d 1 d(2x) 
a) -(m sen 2x) = - -  2 

dx Jm" dx - 4 2  

d 1 d e 
C )  - arc tg (e") = . - ( e x )  = - 

dx í + ( e x )  1+ e2% 



d) b ( a r c  dx ctg JS) = - 1 - b( J G Z )  
I+(Jz)? 

8.9 NOTA. Hemos dado una lista de derivadas de algunas funciones básicas en el 
análisis matemático con el propósito de poder hacer uso inmediato de ellas en el cálcu- 
lo de derivadas. Gran parte de estas fórmulas serán demostradas en los problemas que 
siguen. Otras resultarán de la regla de derivación en cadena y, finalmente, las fórmu- 
las correspondientes a las funciones exponencial, hiperbólicas y trigonométricas inver- 
sas, serán establecidas como una aplicación de los resultados de la derivación de h n -  
ciones inversas. 

8.10 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Derivada de una función constante. 

d 
Probar que si u(x) = c es una función constante, entonces - (c) = O. 

dx 

SOLUCION. 

Au O 
Tenemos u ( x ) = c ,  u ( x + ~ x ) = c ,  AU = U(X+AX)-u(x)  = c - c  = 0, -=-=O, 

Ax Ax 
d Au 

y por lo tanto -(e) = lim - = lim O = 0. 
di A r + O  AX AX+O 

PROBLEMA 2. Derivada de una suma de funciones. 

Probar que si u = u(x) y u = u(x) son dos funciones diferenciales en el punto x, entonces 

se cumple 

SOLUCION. Llamemos w = w(x) = u(x) + u(x). 

Tenemos w(x + AX)  = u(x + Ax) + u(x + AX), 
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Aw Au Av 
Luego -=- + - , y tomando límites cuando Ax + O 

Ax Ax Ax 

d  dw du dv 
Por lo tanto -(u + u) = - = - + -. 

dx d x d x d x  

PROBLEMA 3. Derivada del producto de una función por una constante. 

Si u = u ( x )  tiene derivada en el punto x, y c es un número real, entonces 
d du 

-(c.) = C- 
dx d x '  

SOLUCION. Tenemos 

d c u(% + A X )  - c U ( X )  U ( X  + A X )  - U ( X )  du 
-(cu) = lim = c lim = c-. 
dx A X + O  AX &+O AX dx 

PROBLEMA 4. Derivada de un producto de funciones. Regla del producto. 

Probar que si u = u(x )  y u  = u(x)  son dos funciones diferenciables en el punto x, 
entonces se cumple 

d dv -(u, u) = U .- du 
dx dx dx 

SOLUCION. Llamemos w = w(x)  = u(x). v ( x )  . 

Se tiene W ( X  + A X )  = U ( X  + A X ) . V ( X  + A X )  

Luego Aw = AU. u(x + A x )  + u(%). AV 

Finalmente, haciendo uso de 

Au du ' 

lim - = - , lim V ( X  + Ax)  = V ( X )  y 
Ax+O AX dx Ax+O 



obtenemos 
dw - -  A L ~  Au Av 

- lim - = lim - . lim v ( x  + Ax) + u ( x )  . lim - 
dx Ax+O Ax Ax+O Ax Ax+O Ax+O Ac(x 

y por tanto 

PROBLEMA 5. Derivada de una potencia. 

Si u  = u ( x )  es una función diferenciable en el punto x,  y n = 1,2,3, ... 

d  n- 1 
Probar que -(un) = nu . 

dx 

SOLUCION. Procedemos por inducción sobre n 

PROBLEMA 6. Probar que si v  = v ( x )  tiene derivada en el punto x  y u(x)  # O , 
d (  lb) 1 d v  entonces se cumple - = - - - . 
dx v 2  'dx 

1 1 v ( x ) - V ( X + A X )  
SOLUCION. Tenemos ~ ( l / v )  = -- = 

v (x  + A X )  v ( x )  v ( x  + A X )  . U ( X )  

Haciendo uso de lim v (x  + Ax) = v ( x )  , y como u(x)  + O ,  aplicando la propiedad de 
Ax-O 

límite de cociente obtenemos 
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1 dv 
y por lo tanto 

PROBLEMA 7. Derivada de un cociente de funciones. 
Probar que si u = u(x) y u = v(x) tienen derivadas en el punto x ,  y v(x) + 0, enton- 
ces se cumple 

SOLUCION. Escribimos u/v como el producto de las funciones u y l/v . 

Tenemos 

U- - u- 
por lo tanto b ( ~ )  = cix 2 dx 

dx v u 

PROBLEMA 8. üorivada de una tak. 
Sea u = u(x) una función diferenciable en el punto x. Para cualquier entero 



SOLUCION. Sea v = V ( X )  = uVn(x )  = {u0 . 
Tenemos Av = V ( X + A X ) - v ( x )  = d- - d.(.). 

an - bn 
Empleando la identidad a - 6 = 

n-1 a + an-2b + ... + abn-2 + bn-1 

con a = d w  y b = d.(.) , obtenemos 

Au - d" y puesto que lirn u(x + A X )  = u(x) Ahora bien lim - - - 
A x + O  Ax d.X A x - + O  

y así sucesivamente. Tomando límites en (1) cuando d x  -+ O tenemos, 

PROBLEMA 9. Derivada de una potencia con exponente fraccionario. 

Sea u = u(x) una función difereneiable en el punto x. 

0 -1 
du 

Si p =  O, +1, +2, ... , y q = 1,2,3, ... , probar que d [ , i ] = ~ ~ ~  dx . 
9 d x  
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SOLUCION. 

Tenemos 
dx 

Caso 2: p < O . Escribimos S = - p  > 0 .  Se tiene 

- -1  1 s q  du - - (Por el caso 1, pues S > 0 )  
ds 

PROBLEMA 10. Derivada de una función polinomial. 

Probar que 

SOLUCION. 
dx - - ( x + A x ) - x  AX 

1) Tenemos - lim = lim - = lim 1 = 1 . 
dx Ax+O AX &+O Ax ,-+O 

44 1 2) Tenemos - - - 0 ,  
drz 

d d dx 
ypara m2 1, - (bmxm)  = b,-(xm) = bmmxm-l.- = mbmxm-l .  

dx dx dx 
d 

Luego - (bmxm)=mbmxm-'  , para m =  1,2, ... , n. 
dx 



Por lo tanto 

PROBLEMA 1 1. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

d ~ d 5 2  4 1) Tenemos - = -(3x - 2x + 4) = 15x - 4x . 
dx dx 

du d 4 4 
2) Tenemos - = -(a - 36x7 = 4ar3 - 15bx . 

dx cl_lc 

PROBLEMA 12. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

2 2) Sea u = b 2 - x  . Tenemos y = & = u Y 2 .  

Luego - - d 1  du 1  
dy - - ( U Y 2 )  = -UY2-1-  = -[b2 - X 2 ] Y 2  5 ( b 2  - x 2 )  
dx dx 2 ak 2 dx 
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a + b x + c x 2  
PROBLEMA 13. Derivar la función y = 

X 

SOLUCION. Tenemos 

PROBLEMA 14. Diferenciar cada una de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

1 1 

d~ d d - 4 2  - 1 --1 
1 ---1 

Luego - = - ( x U Y )  + - ( x  ) - - x 3  - - X  = - X  -213 - 2 x-3/2 

dx. dx dx 3 2 3 2 

2) Tenemos 

Pero J ~ - = & = U ~ ~ ,  donde u = 2 + 3 x ,  yporlotanto 



Sustituyendo en (1) obtenemos 

Luego 

PROBLEMA 15. Calcular la derivada de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

2 2 1) Sea u = a - x  . Tenemos 

5 
2) Sea u = 1 + - = 1 + 5 ~ - ~ .  Tenernos 

2 
X 
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3) Tenemos 

f 

u.ul - u.u ' 
4) Aplicando (5) = con u = a - t ,  v = a + t .  

u  

Tenemos 
1 1 1 

( a + t ) ( a - t )  - ( a - t ) ( a + t )  

(a  + t)2 

az  +x" 
PROBLEMA 16. Derivar la funci6n y = -. 

a - x  

SOLUCION. Tenemos 

PROBLEMA 1 7. Calcular la derivada de y = 2 f i .  



SOLUCION. Sea u = px. Tenemos 

Luego - = - - h: ki: 
PROBLEMA 18. Calcular la derivada de la función y = O J n .  

a 

SOLUCION. Haciendo u = a2 - x2 tenemos 

d~ 1 b du b d 2 - = b [ b ~ ; )  = - -  - - (a  - x 2 )  = - bx - 
dx dx a 2 a& dx 2aJn dx a a -  J" ' 

que también puede expresarse en la forma siguiente 

dy b2x - - - -- 
dx a 2 y  

al sustituir Jn= = 2. 
b 

PROBLEMA 19. Hallar la derivada de la función y = (aY3 - x2J3)3/2. 

SOLUCION. Sea u = aY3 - xY3 de manera que y = u3I2. 

Tenemos 

PROBLEMA 20. Derivar la función y = 3 - 1::;: - 
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SOLUCION. Tenemos 

PROBLEMA 21. Hallar la derivada de y = ( x  + 2)"x2 + 2 .  

SOLUCION. Tenemos 

PROBLEMA 22. Calcular la derivada de y = x2J=. 

SOLUCION. Tenemos 



PROBLEMA 23. Hallar la derivada de y = axm + bxm*" . 

SOLUCION. * = m a xm-' + (m + n) b xm'"-l. 
dx 

PROBLEMA 24. Calcular la derivada de las siguientes funciones: 

SOLUCION. 

2) Tenemos y = x2 = x2 xw3 = x8I3 . 

Luego d~ d 8 513 - = - ( X 8 1 3 ) = - x  
dx dx 3 

a b -213 
3) Tenemos y = - - - = ax - b ~ - " ~ .  

@ XG 

Luego 

3 2 
PROBLEMA 25. Derivar la función y = - - - . 

2 x - 1  x 

SOLUCION. Tenemos 
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PROBLEMA 26. Hallar la derivada de y = Jx. 
SOLUCION. Tenemos 

-=L/== 1 " ( x  +JZ) 
dx dx 2 J 7 d x  x +  x  + 1  

Y por tanto 

20 
PROBLEMA 27. Derivar la función y = (1 + 2 x  - 3 x 2 )  . 

SOLUCION. Tenemos 

a + bx 
PROBLEMA 28. Derivar la función y = - . 

c+dx 

SOLUCION. Tenemos 



-11 
PROBLEMA 29. Hallar la derivada de y = 

4 -- 
2 ( x - 2 1 2  x - 2  ' 

SOLUCION. Tenemos 

Luego 

m 

PROBLEMA 30. Calcular la derivada de y = 

SOLUCION. Tenemos 

dy 2abrnnxn-' (mn + b)m-l 
Luego - = - 

dx (axn - b)m+l 
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PROBLEMA 31. Hallar la derivada de cada una de la siguientes funciones 

SOLUCION. Hacemos uso de la identidad 1x1 = p. 

Tenemos 5 = = .LB + @e = %- " +J;" 
ak ak ak J;2 

Nota. No podemos introducir x directamente bajo el signo radical pues x  puede ser 
negativo. 

S) Tenernos y = dw = #@ + x .  

-2/3 d 
Luego 2 = " ( @ + x ) U 3  = ;(\I;Iix) -(J; l+x) 

d.x dx dx 

dy Y o también - = - . 
dx 1x1 



PROBLEMA 32. Calcular - dy si 
Jxa+l+ JX2-I 

dx y = = *  

SOLUCION. Tenemos 

y simplificando el numerador 

PROBLEMA 33. Hallar f ' ( x )  si f ( x )  = (Ix + ]I - 1 x 1 ) ~  . 

SOLUCION. Tenemos 

f t ( x ,  = [(J- - P)']' = 2 ( & 3  - ")(~<l.-")' 
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PROBLEMA 34. Encontrar la derivada de f ( x )  = ( 3 x  + 2 ) 4 ( x 2  - 1)*'. 

SOLUCION. Tenemos 

PROBLEMA 35. Sean u = u ( x )  y u  = u(x)  dos funciones diferenciables en el punto s. 

Si r y S son dos números racionales, probar que 

SOLUCION. Tenemos 

PROBLEMA 36. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva y = 
2  

2 
(xZ-  2 x  - 4) 

en el punto (3,2). 

Y - 2  d y  SOLKION. La ecuación de la recta tangente tiene la forma - = 4 3 ) -  
x - 3  dx 



Calculamos - dy en el punto 3. 
dx 

dy d  2 -2 Tenemos 3 d  2 - = 2-(x - 2 x - 4 )  = - 4 ( x 2 - 2 x - 4 )  -(x - 2 x - 4 )  
dx dx & 

dy Y - 2  Luego - (3)  = 16 , y por lo tanto - - -16  o y = 1 6 x - 4 6 .  
dx x - 3  

1 
PROBLEMA 37. Hallar la ecuación de una recta tangente a la curva y = - 

y= que 
sea perpendicular a la recta 48x - 7y + 1  = 0 .  

SOLUCION. La pendiente de la recta 48x - 7y + 1 = 0 es m = 4817. 

Lqego, la recta tangente tiene pendiente -7/48 . Buscamos los puntos x, tales que 

Tenemos 

obtenemos x ,  = 2 , ~ ( x ,  ) = y(2)  = 
1 - 1 - - 

2 ' 

Y - Y2 7  Luego, la ecuación de la recta tangente es - = - - 1 
O y = - ( - 7 ~ + 3 8 ) .  

X - 2  48 48 
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PROBLEMA 38. Encontrar la ecuación de la curva y = x 2  + Ax + B que es tangente a 
larecta y = x  enel punto (l., 1). 

SOLUCION. Puesto que el punto ( 1 1 )  se encuentra en la curva tenemos una primera 

ecuación 

i = ( i ) 2 + ~ ( i ) + ~  O A + B = O  (1) 

Y como la recta y = x  , con pendiente 1, es tangente a la curva dada en el punto ( 1 1 )  
se debe cumplir que 

d y  pendiente de la recta = - = 2 x  + A , en x = 1 , 
dx 

osea 1 = 2 ( 1 ) + A ,  A = - 1  

Luego, de (1) resulta B = l. 

PROBLEMA 39. Hallar los puntos en los cuales las tangentes a la curva 

2 
x4  2 3  X 

Y = -  + - x  - -  + 1 , son paralelas a la recta y = 2 x  + 5  . 
4 3 2  

SOLUCION. Tenemos - - 2 dy - x 3  +2x  - x , .  
dx 

d y  Buscarnos los puntos x ,  tales que - ( x ,  ) = pendiente de la recta y = 2 x  + 5 
dx 

3 2 o sea x ,  + 2 x 1  - xl = 2  y factorizando ( x ,  + 1) ( x ,  - 1) ( x ,  + 2 )  = O 

Luego xl = -1,1, -2, que sustituidos en la ecuación de la curva dan las ordenadas 

y,  = y12  , para x ,  = -1, 

y ,  = 17/12 , para x ,  = 1, 

yl =-713 , para x , = 2 .  

PROBLEMA 40. Hallar la ecuación de la recta normal a la curva y = en el 
punto (5,2). 



SOLUCION. Tenemos 

d y  1  Luego - (5)  = 2(5) = - , y la ecuaci6n de la recta normal a la curva dada en 
dx 5(7+25)"' 8 

el punto ( 5 ' 2 )  es 

PROBLEMA 4 1. Dada 

Hallar los valores de a  y b de modo que y'(1) exista 

2 1 SOLUCION. Sean f ( x )  = + b  y g ( x )  = - . 
1x1 

Para que y'(1) exista se requiere que se cumplan 

(1) f (1) = g(1) ( ya que si y(x)  tiene derivada en x  = 1, entonces 

debe ser continua en ese punto). 

df dg (11) - ( l )  = - ( l ) .  
dx dx 

De (1) obtenemos a ( ~ ) ~ + b = l  o a + b =  1 

Por otro lado bf = -.!!-(a~~+b) = 2 a x ,  
dx dx 

1 1  
y como g(x) = - = - si x  > 1  , tenemos que 

1x1 
1 

X 
2 '  

y por tanto en (11) 2 a ( l ) = - 1  o a = - l / 2 ,  de donde b = 3/2 . 
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PROBLEMA 42. Sean f ( x )  y g(x) dos funciones definidas en todo número real y 
tales que 

Y (3) lim f (x)  = 1 . 
x-o 

Probar que gl(x) = g(x). 

SOLUCION. Tenemos 

g'(x) = lim g(x+ 4 - g(+) = lim ¿?(x)-g(&) - g(x) (Por la condición (2)) 

[br. f (br) + 11 - 1 
= g(x) .  lún g(br)-  ' = g(x) .  lim (Por la condición (1 1) 

&-O M &+O br 

= g(x) .  lim f(&) = g(x) .  1  
&+O 

(Por la condición (3)) 

PROBLEMA 43. Hallar la derivada de y = 
Jx-i 

i (X+., /g-  
SOLUCION. Tenemos y = ( x  - 1) Y ( X  + 2)-'13 ( X  + 3)-w2 . 

2 3 
= (x -  l)-v(x+2)-513 (~+3 ) - ' ~  - - ( x - ~ ) ( x  + 3) - - (x-  1xx+2) 

3 2  1 



PROBLEMA 44. Hallar el punto de la curva y2 = 2x3 en el que la tangente es 
perpendicular a la recta 4x - 3y + 2 = 0. 

SOLUCION. Tenemos y = 1\/2x3 y por tanto 

Buscamos el punto (x, , y,) tal que 

- - - 1 3 x ;  1 
9 
- = -- 

= pendiente de la recta dada Y i  4/3 

2 
O sea yl = -4~1,. (1) 

2 3 Además se cumple y, = 2x, , (2) 

pues ( x , ,  y,) pertenece a la gráfica de la curva. 

Resolviendo (1) y (2) obtenemos x1 = 0, Y8 , y también 

yi = O  para r, = O ,  y y, =-h para x1 =+ . 
3 

De donde vemos que solamente el punto (f,-i) cumple - - = - -  
y )  4 * dx 8 

8.1 1 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PROBLEMA 1. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones: 
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PROBLEMA 2. Hallar y ( 2 )  + ( x  - 2) *y1(2 )  de la función ~ ( x )  = Jl  + 2 x 2  . 

2 2 PROBLEMA 3. Probar que las hipérbolas xy = 4 , x - y = 5 se intersecan en un 
ángulo recto. 

PROBLEMA 4. Probar que si ( x - a ) ?  es un factor del polinomio p ( x ) ,  entonces 
p t ( a )  = O 

PROBLEMA 5. Hallar los valores de A y B de modo que la función 

Sea derivable en el punto 2. 

PROBLEMA 6. Hallar la derivada de la función y si & + f i  = a .  

2 x n + l  - 1 
PROBLEMA 7. Derivando la ecuación 1 + x + x + . . . + x n  = - 

X - 1  

Hallar n- 1 a) 1 + 2 x + 3 x 2  +...+m 

PROBLEMA 8. Probar que la ecuación de una recta tangente a la parábola y2 = 4 p x  

P es de la forma y = m x  +-. 
m 

PROBLEMA 9. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola 
2 

X - - - -  y2 - 1, y son paralelas a la recta 1 6 y  - 15x + 3 = 0. 

x 2  Y 2  
PROBLEMA 10. Probar que la ecuación de la recta tangente a la elipse - + - = 1 en 

a2 b2 

PROBLEMA 1 1. Si y ( x  + 1 )  = q x 2  + 1 0 x  + 24 ,  hallar y' ( -1) .  

PROBLEMA 12. Sea y ( x )  = 1x1 + ,/m , donde 1x1 = n si n < x < n + l .  Probar que: 



PROBLEMA 13. Sea ~ ( x )  = . Calcular ~ ' ( x ) .  l l 
PROBLEMA 14. Hallar los ángulos que forman-con el eje X, las normales a la curva 

2 
y = x - x en los puntos cuyas abscisas son x = O ,  x = 1 . 

RESPUESTAS. 

8.12 REGLA DE DERlVAClON EN CADENA. 

TEOREMA. Sean y = y(x), z = z(y) dos funciones tales que 

1) y(x) es diferenciable en el punto a, y 

2) z(y) es diferenciable en el punto y(a) .  

Entonces la función compuesta z = ~ ( ~ ( x ) )  es diferenciable en el punto a y se cumple 

Esta fórmula suele expresarse también con las siguientes notaciones 
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Prueba de la regla de la cadena. 

Debemos probar que se cumple 

lim 
h + O  h 

Paso l. Si h # O escribimos p(h) = 
h 

Se cumple entonces 

lim p(h) = O . 
h + O  

En efecto, la primera ecuación resulta de dar común denominador h y despejar 
y (a  + h ) .  Observemos que es valida aún si h = O,  pues entonces ambos miembros son 

iguales a y(a) . Por otro lado la segunda ecuación se deduce como sigue 

lim p(h)  = lim Y @  + h)  - d a )  - lim y'(a)  
h + O  h+O h+O h h+O 

Paso 2. En forma análoga, para la función z ( y )  definimos 

donde b = y(a),,  y se cumple 

z(b + k)  = z(b) + k . z'(b) + kq(k) 

lirn q(k) = O . 
k + O  

Paso 3. Tomando k = h .  y'(a) + h . p(h) tenemos 

~ ( ~ ( a  + h))  = z(y(a)  + h . ~ ' ( a )  + h ~ ( h ) )  

= ~ ( b  + k )  = z(b) + k .  z l (b)  + kq(k) (por (2)) 



Luego 

' ( y (a  + h)) - 
= ~ ' ( b ) .  y'(a) + [ p ( h )  + ( a ) .  q(k) + p(h). q(k)] - (3) 

h 

Paso 4. iim [p (h)  + y  ' (a ) .  q(k) + ~ ( h ) . q ( k ) ]  = 0 - 
h+O 

En efecto lim p(h) = O , (por (1)) 
h+O 

iim p(h).q(k) = 0 
h-+O 

Paso 5. Conclusión de la prueba. 

Tomando límites en (31, cuando h -+ O , tenemos 

lim 
' ( y (a  + h))  - 

= lim ='(b). y'(a)  = * ' (b ) .  y'(a) = t t ( y ( a ) )  - y f (a )  , 
h+O h  h+O 

que es lo que queríamos demostrar. 

EJEMPLO. Empleando la regla de la cadena, calcular 

SOLUCION. Sea u = 1 + 3x - 5 x 2 .  Tenemos 

dy dy du 15 
- - - =  Luego - - 1 6 ~ ~ ~ ( 3 - 1 0 x )  = 16(1+3x-5x2)  (3-10x)  

dx du'dx  
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8.13 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Derivada de la función seno. 

Sea u = u(x) una función diferenciable en el punto x. Probar que 

d - dv 
senv = cosv .- 

dx dx 

d 
SOLUCION. En primer lugar, probaremos que - sen x = cos x . 

dx 

Tenemos 

s e n ( x + h ) - s e n x  = senx .cosh+sen h .cosx-senx 

= -(1-cosh)sen x+sen h.cosx = -2sen2(h/2).senx+sen h .cosx 

Dividiendo entre h # O, tenemos 

sen ( x +  h) - senx sen h 
= - 'h/2) . sen ( h / 2 ) .  sen x + - . cos x , 

h h/ 2 h 

y puesto que 
sen (h/2)  

lim = 1 
h+O h/2 

tomando límites cuando h + O ,  obtenemos 

d sen (x + h) - sen x 
-(sen x) = lim = -(l)(O).senx + (l).cosx = cosx . 
dx h-O h 

El caso general se sigue ahora de la regla de la cadena y (1). 

PROBLEMA 2. Derivada de la función coseno. 

Sea v = u(x) una función diferenciable en el punto x.  Probar que 

d 
SOLUCION. En primer lugar, probaremos que -COS x = - sen x 

dx 



Tenemos 
cos(h+x) - cos x = cosx .cos h - sen x .  sen h -cos x 

= -(1-cos h)cosx - sen x .sen h 

= -2sen2(h/2).cosx - sen h.sen x . 

Dividiendo entre h + O 

cos (x + h) - cos x 2 sen2(h/2). cos x sen h 
= - --. sen x 

h h h 

- sen (h/2) sen h _ - . sen(h/2). cos x - --- . sen x , 
h 

sen (h/2) sen h 
y puesto que lim = lim - = 1 

h+O (h/2) h-+O h 

lim sen (h/2) = 0 , 
h+O 

tomando límites cuando h + O, obtenemos 

d cos (x + h) - cos x 
-(cos x) = lim = -(l)(O)cos x-(1)sen x = -sen x , 
dx h+O h 

y esto demuestra (1). 

El caso general sigue de la regla de la cadena y de (1) 

PROBLEMA 3. Derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cose- 
cante. 

Sea u = v(x) una función diferenciable en el punto x. Probar que 

d 2 dv d 2 du 
1) -tgu=sec u.- 2) - ctg u = -cosec v . - 

dx dx dx dx 
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SOLUCION. 

1) Tenemos 

d d 
d 

cos u . - (sen u )  - sen u . - (COS u )  
dx dx 

dx 2 cos U 

d u  du [ 2 cos u .  cosu. - - sen u (-senu). - 2 

dx cos v + sen v - - dx - - 
2 2 

1 
cos u COS U dx 

- 1 dv - - - -  2 d u  
- sec u . - .  

cos2 u ' dx dx 

2) Tenemos 
d d 

sen u . - (cos u )  - cos u . - (sen u )  
dx dx 

dx 2 sen u 

d u  dv 
senv.(-senu)-  -cosv.cosv.-- 2 2 

dx -[sen u + cos u 
- - d=c - - 

2 2 sen v sen u dx 

- 1 d u  _ - - -  2 d u  
- - cosec u .  - . 

sen2 u 'A dx 

3) y 4) se establecen en forma análoga. Omitimos los detalles. 

PROBLEMA 4. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones 

2 x sen x + cos x 1) y=2senx-3cosx 2) y = tg x - ctg - 3) y =  
3 sen x - cos x 

SOLUCION. 

1) Tenemos 



dy d d x  2) - = -tg x - -ctg,- = sec 
dx dx dx 3 

2 1 = sec x + - c o s e c 2 [ z )  . 
3 

dy d senx+cosx 
3) - = -[ ) 

dx dx senx-cosx 

d d 
(senx-cosx)-(senx+cosx)  - (senx+cosx)-(senx-cosx)  

- - dx dx 
2 (sen x - cos x )  

- (sen x - cos X )  (cos x - sen x )  - (sen x + cos x )  (cos x + sen x )  - 
2 (sen x - cos x )  

y simplificando 

2 2 
dy -(sen x - cos x )  - (sen x + cos X )  - = = - 2 

dx 2 2 (sen x - cos x )  (sen x - cos X )  

PROBLEMA 5. Hallar la derivada de las siguientes funciones 

3 1) y = sen 5% 

3) y = sen 2x + tg J; . 

SOLUCION. 

1) Hagamos u = sen 5x, 

Luego 3 d~ - -  2 du d 
y = u ,  - 3u , - = cos5x.-(5x) = 5cos5x , 

du dx dx 

y por la regla de la cadena 
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2 )  Se tiene 

2 2 2 4 2 = sec x - 2tg x . sec x + tg x . sec x 

2 
= sec2x (1-2tg2x+ tg4x)  = sec2x (1-tg x )  . 

d~ d d 3) - = - (sen 2x)  + - (tg J;) 
dx dx dx 

PROBLEMA 6. Hallar la derivada de y = cosec2x + sec2 x 

SOLUCION. Tenemos 

dy d 2 d 2 - = -(cosec x + - sec x 
dx dx 1 1 

d d 
= 2 cosec x . - (cosec x )  + 2 sec x . - (sec x )  

dx dx 

2 2 cos x sen x = - 2 cosec x .  ctg x + 2 sec x . tg x = - 2 - 
3 + 2-5- sen x cos x 

4 4 
2 4 

- cos x + sen x -(í - sen x )  + sen x 
= 2 .  

3 3 
= 16. 

3 sen x . cos x ( 2  sen x . cos x )  

2 4 4 -1+2sen x - sen  x+sen x -1 + 1 - cos 2x -16 cos 2% 
= 16. = 16. - - 

(sen 2%) (se* 2 ~ ) ~  (sen 2 x 1 ~  



PROBLEMA 7. Derivar las siguientes funciones 

SOLUCION. 

1) Tenemos 

= sen x . cos(x + A) + sen ( x  + A ) .  cos x = sen (x + x + A) = sen (2x + A )  . 

d~ dv 2) Sea v = s e n x .  Tenemos y = s e n v  , -=cosu , -=cosx . 
du dx 

Luego, por la regla de la cadena 

PROBLEMA 8. Calcular la derivada de 

SOLUCION. 
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= XCOS-.- - 1 1 1  1 ' 
[ l ) + s e n ;  = -- COS- + sen- . 

x d x x  x x X 

PROBLEMA 9. Hallar la derivada de y = cos3 (y=) . 

SOLUCION. Tenemos 

- - 1 
cos (ql-x) . sen (y=) . 

(1 - x)213 

1 1 
PROBLEMA 10. Calcular la derivada de y = - - -. 

3 cOs3 x Cos x 

(COS 
SOLUCION. Tenemos y = - (cos x)-1 

c. 

dy 1 d d 
Luego - = - - (ms x ) - ~  - -(tos x)- 1 

dx 3 d x  dx 

1 d 
= -[S (cos x)-4]. -cos x - (-l)(cos X ) - 2  %os x 

3 dx dx 

1 1 2 
- sen x - sen x . cos x - -- 

4 
(- sen x )  + - (-sen x )  = 

2 4 cos X COS x' cos X 

3 sen x . (1 - cos2 X )  sen - - = -  
4 4 - cos X COS X 



PROBLEMA 1 1. Derivar y = JA sen x + B cos2 x 

SOLUCION. Tenemos 

dy d - = -  2 2 1 d 2 2 Asen x+Bcos x = . - ( ~ s e n  x + Bcos x )  . 
dx dx 2 J ~ s e n ~ x  + ~ c o s ~ x  

Pero 

d 2 2 d d 
-(Asen x + Bcos x )  = 2 A s e n x . - ( s e n x ) + 2 B c o s x . - ( c o s x )  
dx dx dx 

=-  (A - B) sen 2x , 

y por tanto 

dy - - - (A - B) sen 2x 

2JAsen2x + BCOS'X 

PROBLEMA 12. Hallar la derivada de y = 1 cos 3x 1 . 

SOLUCION. Haciendo uso de la[ = (a2)42 tenemos 

1 d 3 sen 3x.  cos 3x 3 sen 6 x  
= -.2cos3x.-(cos3x) = - = -- - 

2~ dx Y 2 Y 

sen t 
PROBLEMA 13. Derivar la función X = ~ m i z  
SOLUCION. Tenemos 
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Pero el numerador es igual a 

3 
2 3 sen t .  sen t 

= J C G G i . 3 s e n  t .cost  - -. 
2 J i 3 G z  

3 2 

- - .  sen t - (2 cos t - 6 cos2 t - sen2 t ) 
2 J1_3eost 

3 2 
= - .  sen t 

(2cost-5cos2t-1) 
2 JcGz 

Por tanto 

d+ 3 sen2t.(2cost-5cos2t-1) 
- = -. 
dt 2 (1 - 3 ros t)3'2 

PROBLEMA 14. Hallar la derivada de y = sen (cos x2). 

SOLUCION. Hagamos v = cos x2. 

dy Tenemos y = sen v , - = cos v , 
dv 

Luego, por la regla de la cadena 

dy dy dv 
= - - -  - cos v (-2 x sen x2) = - 2 x sen x . cos cos x . 
dx d v d x  ( 2, 

ctg2 2x 
PROBLEMA 15. Derivar la función z = - . 

1+X2 



SOLUCION. Tenemos 

d 2 2 d ( l+x2) -c tg  2x - ctg 2x . - (1+x2)  
dz - - - dx dx 

n 

Pero el numerador es igual a 

2 ( 1  + x 2 ) .  2 ctg 2x . (-2 cosec2 2x)  - ctg 2 x .  2x 

2 2 
= -4(1+ x 2 )  ctg 2 x .  cosec 2x - 2 x .  ctg 2x 

2 cosec 2x + x ctg 2x . 1 
Por tanto 

dz  2 ctg 211 . [2  ( 1  + x 2 )  cosec2 2x + x ctg 2x 
- = -  1 - 

PROBLEMA 16. Derivar las siguientes funciones 

A sen Bx - B cos AX 
1) y = 

+ B~ 

SOLUCION. 

1) - - (cos Bx + sen Ax) . 
dx 

dy I d  3 d dx 2 2 2 
3) - = --tg x - - tgx  + - = tg x.sec x - sec x + 1  

dx 3 d x  dx dx 

2 2 2 2 2 4 
= tg x . sec x - tg x = tg x . (sec x - 1) = tg x . 
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1 3  2 PROBLEMA 17. Derivar la función y = - cos x . (3 cos x - 5) . 
15 

SOLUCION. 

2 

[ 
2 = -cos x . s e n x .  -2cos x-3cos x + 5  

5 1 
2 2 = cos x .  sen x .  [i-  cos x] 

2 3 
= cos x .  sen x . 

PROBLEMA 18. Hallar la derivada de y = 3 sen x cos2 x + sen x . 

SOLUCION. Tenemos 

dy - - d 2 2 d d 3 - 3senx-cos x + 3cos x-senx + s e n  x 
dx dx dx dx 

cos x PROBLEMA 19. Derivar la funci6n y = - + ctg x . 
3 sen3 x 

SOLUCION. Tenemos 
1 -3 

y = - - cos x . (sen x) + ctg x , 
3 

dy 1 2 - = - - cos x [-3 (sen x ) - ~  cos x] - cosee x 
dx 3 

2 cos X 1 2 2 

- - - -= cos x -sen x cos 2x - - -- 
4 2 4 sen x sen x 4 ' sen x sen x 



Rx ~'(1) PROBLEMA 20. Dadas las funciones u(x) = 1- x y v(x) = 1- sen - , hallar - . 
2 u'( 1) 

SOLUCION. 

Luego 

vY1) - = o .  
u'( 1) 

PROBLEMA 2 1. Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

d~ d m m d  1) - = ssnmr.-(sen x) + sen x.-senmx 
dx dx dx 

m- 1 
= msenmx.sen  x . c o s x + m s e n m x . c o s m x  

m-1 
= m sen x . [sen m.  cos x + sen x . cos m] 

m-1 
= msen x . s e n ( m + l ) x  . 

dy 2 d 2 COS x 
2) - = -(3-5sen ~)-~"-(3--5sen x) = - 

dx 5 dx 
315 ' 

(3 - 5 sen x) 

PROBLEMA 22. Derivar la función y = d F  - ,/S . 

1 d 2 
dy cosec x 

SOLUCION. -- = -(ctg X) = - 
dx 2 J c t g x  dr 2 Jetgx' ' 
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sec 2x Jctg2x - 1 
PROBLEMA 23. Hallar la derivada de la función y = 3 cosec x 

SOLUCION. Tenemos 

- -- 
Y =  

sec 2~ Jetgax - cos 2% sen x - = sen3x /- 
3 cosec x 1 COS 2x sen x 

3 sen x 

2 2 2 

J&FLi& = - gen J-ix = 
sen x 

= -  
COS 2x cos 2x 42x 

Luego 

2 a 
- sen x 2 sen x . cos x sen 2x. cos x - sen 2x + - - 

(COS 2x):"2 (cos 2%) Y2 (cos 2x)"'2 

PROBLEMA 24. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva y = tg 3x 
en el punto (O, 0). 

SOLUCION. Tenemos 121 = 3 s 2  3x1 = 3 . 
x-o 

%=O 

Luego, las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la recta dada en el punto (O, 0)  
son 

-- y - O  1 Y-O-3  0 . y = 3 x ,  y -=-- 
1 

0 y=-- x ,  
x-o  x -o  3 3 

respectivamente. 

2 8 ,  J3 Jz PROBLEMA 25. jQu6 dngulo forman las curvas f(x) = - x - - x + -  Y 
15 2 2 

g ( x )  = ien x en el punto (2, *) ? 
4 2 



SOLUCION. Tenemos 

Luego, la tangente a f (x) en el punto dado forma un dngulo de 60' con el eje X, y la 

tangente a g(x) en el mismo punto forma un dngulo de 45". Por tanto, el ángulo 

comprendido entre las dos curvas en el punto (E, E] es de 15'. 
4 2 

PROBLEMA 26. Hallar todos los puntos en los cuales la recta y = 4x es paralela a la 
curva y = tg x . 

SOLUCION. Buscamos todos los x, tales que 

Luego 

PROBLEMA 27. Probar que la función y = 1 sen x 1 no es derivable solamente en los 
p u n t o s x = n x ,  n = O , f l , i 2  ,.... 

SOLUCION. 

1. Calculamos la derivada de la finción. 

Y d d 1 2 1/2d - = -1senxI = -(sen2 x)" = - (sen x)- (sen2 x) 
dx dx dx 2 

sen x . cos x sen x . cos x 

Luego, la función es derivable en todos los puntos x tales que sen x t O , o sea 
cuando x # nx . 
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2. Probaremos que y no es derivable en x = nlc. 

Calculamos las derivadas laterales 

Isen(nn+h)l - lsen(nx)l )tos nn .sen hI 
= lim 

h h+o+ h 

Isen hl 
= lim - 

h+0* h 
(Pues cos nn = f 1) 

sen h 
= ]im - = 1, 

A+o+ h 

Isen(nn+h)l - (sen(nñ)l Icosnx.sen hI 
= lim 

h A+O- h 

Isen hl 
= lim - - sen h - lim - = - 1 .  

A-&- h h-0- h 

luego, las derivadas laterales [$)+(nn) y (2) (nn) son distintas y por 
dx - 

consiguiente no existe la derivada [*)(nn) . 
dx 

PROBLEMA 28. Haciendo uso de la regla de la cadena, hallar 

1) Sea u = x + a .  Tenemos 

2) Sea u = ax . Tenemos 

3) Sea u = cos ( x 2  - 1) . Tenemos 



= ft(cos (x2  - 1)).  (-sen (x2  - 1)) .2x = - 2% sen (x2  - 1) . fl(cos (x2  - 1)) . 

1  
PROBLEMA 30. Sean f ( x )  = - y g(x)  = 3 sen x  . 

1+ x2 

(1) Hallar la derivada de g(f  ( x ) )  . (2) Hallar la derivada de f ( g ( x ) )  . 

SOLUCION. 
t 

1) Tenemos g ( f  ( x ) )  = g  '( f ( x ) )  . f ' ( x )  . 
2x 

Pero f ' ( x )  = - , g'(x)  = 3 COS x  , 
( 1  + x212 

1 
y por tanto g r ( f ( x ) )  = 3 m s  ( f ( x ) )  = 3 [?) . 

l + x  
t 6~  

Luego g ( f ( 4 )  = - 
( 1  + x 2 )  

2) Tenemos f (g(x))'  = f ' ( g (x ) )  . gl (x )  . 

2x 
Pero g l ( x )  = 3 cos x  , f ' ( x )  = - 

( i + r 2 ) 2  ' 

2 g ( x )  = - 6  sen x  
y por lo tanto f ' (g(x))  = - 2 .  

( 1  + g(x)2)1 ( 1  + 9 sen2 x )  

I 9 sen 2x 
Luego f (g (x ) )  = - 2 

( 1  + 9 ,en2 x )  



9.1 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

Sea y = f (x )  una función. Llamamos 

dy ( 1 )  primera derivada de y, a la función y' l' (x )  = - ( x )  , 
dx 

dy que está definida en todos los puntos donde existe -(x) , 
dx 

(2) segunda derivada de y, a la función 

(2) ( 1 )  d y (x )  = derivada de y (x )  = z ( y ( l ) ( x ) )  ; 

y en general, por inducción sobre n 2 1 

(3) enésima derivada de y, a la función 

d y ( " - 1 )  y'n'(+) = derivada de y("-l)(x) = -( (x))  dx 



Tambibn se suelen emplear las notaciones 

d n  
y'")(x) = ,y(x) = Dny , O 

d" 
f'"'(x) = - f (x) = Dn f (x) . 

dxn 

(iv) í v )  Igualmente, son frecuentes las expresiones y', y", y" ', y , y , . .. , en lugar de 

y('), y('), y('). y(4',y15), ... , respectivamente. 

El valor de la enésima derivada en un punto a se designa con 

Una ecwci6n diferencial de orden n en la variable incógnita y = y(x) y variable inde- 
(n) pendiente x, es una ecuación que contiene a las variables x, y, y('), ... , y . 

~ ( x ,  y, y('), ... ,y(n)) = O 

EJEMPLO 1. Hallar la segunda derivada de cada una de las siguientes funciones: 
8 6 (a) y = x  +2x -7x+15 2 (b) y = cos x . 

(a) Tenemos y(') = 8x7 + 12x5 - 7 , 

(b) Tenemos y'') = - 2 cos x sen x = - sen 2x 

1 
EJEMPLO 2. Hallar la enésima derivada de y = - . 

l + x  

1 
SOLUCION. Escribimos y = - = (1 + %)-l. 

l + x  

Para n = 1 tenemos 
d 

y(" = -(l+ x)-' = - 1(1+ x)-'. 
dx 
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Para n =  2 tenemos 

d 
Para n = 3 tenernos y"' = o[y(2') = 2  -(1+ x)* = - 2  .3(1+ x ) ~ .  

dx dx 

Luego, por inducción sobre n, se tiene: 

y (n '=( - l )nn! ( l+x) -n- l ,  donde n ! = l x 2 w 3 x  ... xn. 

9.2 DERIVADA DE UNA FUNCION IMPUCITA. 

Una ecuación implicita entm las variables x e y es una ecuación de la forma 

F(x, Y )  = 0 (1) 

Ocurre a menudo que, en tal caso, la variable y puede expresarse en forma equivalente 
mediante varias ftnciones de x. 

Si tales fimciones resultan ser diferenciables, entonces se puede calcular - dy direc- 
dx 

tamente a partir de la ecuación implicita dada. Basta derivar (1 )  respecto de x  y despe- 
dY jar - de la ecuación resultante. En general, la derivada - dy quedará expresada 
& dx 

como una función de x e y. 

dy EJEMPLO 1. Hallar la derivada - de la función implicita y dada por la ecuación 
dx 

3 3 x  + y  = 4 .  

d d  2 2 dy 
~ U C D N .  Tenemos -(x3 + y3) = -(4) , 3% + 3y - = 0.  

dx dx dx 

EJEMPLO 2. La función y  es deffida implícitamente por la ecuación 

2 2 x  +2xy+y  - 4 x + 2 y - 2 = 0 .  Hallar - enelpunto ( ~ 1 ) .  
dx3 



SOLUCION. Derivando sucesivamente ambos miembros de la ecuación respecto de x 

2x+2y+2xy'+2yy'-4+2y'=O (1) 

2+2y'+2y'+2q"+2y'y'+2yy"+2y"=O (2) 

o 1 + 2y' + xy" + (y')2 + yy" + y" = O 

ZY" + y" + xy"' + 2y'y" + y'y" + yy"' + y"' = 0 (3) 

o 3y" + xy"' + 3y'y" + yy"' + y"' = o. 

1 1 Sustituyendo x = 1, y = 1 en (l), (2) y (3) se encuentra Y'=O, y" = -- y"* = - 
3 '  3 

X 
2 

EJEMPLO 3. Sea f (x) = -sen(x - 2) . Hallar f '(2) y f "(2). 
4 

SOLUCION. Tenemos 

& & 

f '(x) = - COS (x - 2) + - sen (x - 2) 
4 2 

por tanto f '(2) = 1, f "(2) = 2. 

EJEMPLO 4. Probar que y = sen kx satisface la ecuación diferencial de segundo orden 
2 y"+k y=O.  

SOLUCION. Tenernos y' = k cos kx , y" = (k cos kx)' = -k2 sen kx ; 

2 
luego y"+k y=-k2senkx+k2senkx=0. 

& 

EJEMPLO S. Demostrar que y = - + x + 1 satisface la ecuación diferencial 
2 

2 
l+ ( y ' )  = 2yy" . 
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SOLUCION. Tenemoei y' = x + 1 , y" = l. 

El primer miembro es 2 l+(y')2 = l + ( x + l ) l  = x  +2x+2,  

y el segundo miembro es 2 (1) = x +2x+2,  

de donde l +  = 2yy" . 

EJEMPLO 6. Robar que la funcidn polinomial de grado n, y = P(x) = b,+ 4 x  + . . . + bnxn 

satisface la ecuacidn diferencial y("+') = 0. 

SOLUCION. Tenemos 

y ( n )  = n(n - 1Xn - 2) . . . (2)(1)& = constante = c . 

Luego y("+1) 
d 

=-(c)=o . 
dx 

EJEMPLO 7. ~ncontrk la derivada de las siguientes funciones implicitas 
& 

, (a) Derivando ambos miembros de la ecuaci6n respecto de x 

-'y .y' = f i  + 3% y-"y' , obtenemos y' = 
8G 

2 38ec y - x y  -y3 

(b) AnAlogamente, ani (y2 - y + i)(2yyt - y') = 1, y' = 
1 

- ( y 2 - ~ + 1 ) ( 2 ~ - 1 )  



9.3 DERIVADA DE FUNCIONES REPRESENTADAS EN FORMA PARAMETRICA 

Decimos que las variables x e y estdn representadas paramétricamente en función de 
una tercera variable o parómetro t si existen funciones f ( t )  y g(t )  tales que 

Supongamos ahora que f ( t )  es una función diferenciable tal que f ' ( t )  > O en todos los 
puntos del intervalo Z (o tambibn, f ' ( t )  < O en todo t de O. Se prueba entonces, por el 
teorema de la derivada de la función inversa (que sera establecido en una sección pos- 
terior del presente capítulo), que t puede expresarse como una función de x .  

Explícitamente, existe una funci6n diferenciable h(x) tal que 

dh 
y la derivada - dh 1 

es dada por - = - 
dx dx dx - 

En particular, la función y = g( t )  queda expresada como una función x 

En estas condiciones, resulta una fórmula muy simple que permite calcular la derivada 
dy dy dx - en términos de - Y -  , a saber 
dx dt dt 

TEOREMA. $$ = . 

PRUEBA. Aplicamas la regla de la cadena a la hinción compuesta de las hinciones 
y = g(t ) , t = h(x) . Tenemos 

dy dy dt dy dh dy 1 - = . -  = -.- = . -  
dx 

( gracias a (1) 1. 
dx dt dx dt d .  dt - 

Luego 
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Nota. Para calcular = 5 se tiene la siguiente fórmula de r m n c i a :  
dxn 

que resulta de aplicar sucesivamente el teorema. Por ejemplo, tenemos que 

dy EJEMPLO 1.  Hallar la derivada - de la función representada paramétricamente 
dx 

dx dy - -asent,  - = acost . SOLUCION. Tenemos di. - 
dt 

Luego 

dr t dy 
SOLKION. Tenemos - = - - - - - t + l  

dt (@ir (t'+ 1y2 

Luego 



WEMPt0 3. Hallar - 2 d2y para la función y dada por r = cos 2t, y = sen t . 
dx2 

SOLUCION. Tenemos 
di 
-=-2sen2t , - = 2 s e n t  dY cost=sen2t 
dt dt 

dY 1 Luego - = -- 
dx 2 '  

d2y dt 
- dx 

- , obtenemos - - Aplicando la fórmula - - = O .  
d i 2  - dx2 -2sen 2t 

6 WEMPLO4. Si x = # t J  + 2  , y = t  -2t5 +7 , hallar 

SOLUCION. Tenemos 

dy 

Ahora bien, cuando x = se tiene + = -# t3 + 2 o t = -1, y por lo tanto 

d2y si x = a ( t - s e n t ) ,  y = a ( ~ - c o s t ) .  EJEMPLO 5. Hallar - 
di2 

d~ a sen t sen t SOLUCION. - = =- 
dx a(1-cost) 1-cost 
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d (  sent ) (1-cost)cost-sent(sent) -- 
d2v d t (  1-COS~ j (1 - cos t)? 

dx2 a(1- cos t) a(1- cos t) 

- tos t - 1 - = - 1 

a ( i  - cos t )3  a ( ~ - c o s t ) ~  

9.4 APUCACIONES GEOMETRICAS. 

En la sección 8.3 dimos la definición de rectas tangente y normal a una curva en un 
punto dado. A continuación, repetimos dicha definición y presentamos otros elementos 
de carácter geométrico asociados a una curva. 

Sea y = f ( x )  una función diferenciable en el punto x,. 

9.4.1 DEFINICION. 

1) Se llama recta tangente a la curua 

y = f (x) en el punto Po = (xo ,y,) a 

la recta T cuya ecuación es 

esto es, T es la recta que pasa por 
(xo, yo ) y cuya pendiente es f *(xo ) . 

2) Se llama recta normal a la curua 
y =  f ( x )  en elpunto Po a 

la recta N cuya ecuación es 

esto es, N es la recta que pasa por (xo,y0), y que es perpendicular a la recta 

tangente T. 
Sean 

A el punto en el cual T interseca el eje X , 

B = (x,, o) , 
C el punto en el cual N interseca al eje X . 



3) Definimos los siguientes segmentos (propiamente dicho: longitudes de segmentos) 

t = d(A,  Po) = el segmento de la tangente , 

S, = d(A,B) = la subtangente, 

n = d (C. Po) = el segmento de la normal, 

Y S, = d(B, C )  = la subnormal. 

9.4.2 CALCULO DE LOS SEGMENTOS. 

Sea y; = f ' ( x , ) .  Entonces, si hacemos y = O en las ecuaciones de las rectas tangente y 

normal, obtenemos respectivamente 

Luego A =  -$+q, O) y c =(yoyb i r 0 ,  O ) .  ( 
Por lo tanto 

9.4.3 ANGULO ENTRE DOS CURVAS. 

Definición. Se llama ángulo entre las curvas 

Y = f i ( x )  9 Y = f i ( ~ )  9 

en un punto común P, = (x , ,  y,) , al ángulo 0 entre las tangentes T, y T, a las cur- 

vas f,(x) y & ( x )  , respectivamente, en el punto ( x ,  , y,). 
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Para i = 1.2, sea Oi el ángulo entre el eje X y la recta T,. 

Se tiene entonces 0=02-e , ,  

43 01 = f ; (xo)  9 

tg 9, = fP(x0) 9 

y,, - - - - -  
recta paralela 

al eje X 

tge = 
fO(x0 1 - f;(+o) 

1 + fl'(x0) f;(xo) 



EJEMPLO 1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal en el punto (2,l) de 
la curva 

SOLUCION. En primer lugar, hallamos el valor de t que da las coordenadas x = 2 , 
y = 1 , resolviendo las ecuaciones 

Las raíces de la ecuación de segundo grado (2) son t = 1, - 314 , de las cuales solamen- 
te t = 1 satisface la ecuación (1). 

Luego t = 1 da lugar al punto (2,l). 

dy Ahora caldamos la pendiente -(2) , o sea cuando t = 1. Tenemos 
dx 

Por tanto 

y las ecuaciones de las rectas tangente t normal a la curva en el punto (2,l) son, res- 
pectivamente, 

EJEMPLO 2. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y sub- 
normal de la partibola y2 = 4x en el punto (/  2) . 
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SOLUCION. 

Tenemos xo = 1 , yo = 2 , 

y; =- dy en el punto ( i ,  2) , 
dx 

= 2 en ( i ,  2), (derivando la ecuación 
Y 

implícita y2 = 4 x  res- 
pecto de x )  

Aplicando las fórmulas que dan las longi- 
tudes de los segmentos, tenemos: 

2 3 EJEMPLO 3. j ~ u d  dngulo forman las curvas x2  + y2 = ~ a r  y (2a - x ) y  = x en el 
8a 16a 

punto comirn ? 

2 2 2 S SOLUCION. Derivando las ecuaciones implícitas x + y = 801: y (20 - x ) y  = x 

respecto de x ,  tenemos 

Y' = 
3 X 2  + y2 

, respectivamente. 



Luego, las pendientes de las curvas en el punto dado son 

7 - a  
y por tanto, la tangente del ángulo 8 entre las curvas es tg 8 = ---- = l .  

1 + 7 ( 9 )  

Así, las curvas se cortan en [:, T) formando un Bngulo de 45". 

9.5 RAZON DE CAMBIO. VELOCIDAD Y ACELERACION. 

9.5.1 DEFINICION. Consideremos la función y = f ( x )  . 
Se llama razón de cambio (instantdnea) de la función en el punto x ,  , al valor de la 
derivada de y  = f ( x )  en el punto x ,  , esto es 

razdn de cambio de y en el punto x ,  = y ' ( x , )  

Como una motivación de la definición que acabamos de establecer, observamos lo 
siguiente 

(1) Para un cambio o incremento Ax de x ,  , el cociente 

es una razón entre los cambios de los valores de ambas variables, y se le llama 
razdn de cambio promedio de la función y = f ( x )  cuando x ,  cambia a X ,  + AX 

(o en el intervalo con extremos en xl  y x l  + A x )  . 
(2) Puesto que, por definición, 

AY = lim - 
AX-O Ax 

tenemos que y t ( x 1 )  representa intuitivamente la razón de cambio "instantánea" 

en x ,  . 
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9.5.2 MFINICION. Supongamos que una partícula 
Y U 

P se mueve a lo largo de una línea recta, de manera n n 
v r 

que se cumple la ley de movimiento 

donde x(t)  designa la (coordenada de) posición de P respecto de un punto fijo O, 
cuando el tiempo es t unidades. Definimos 

dx 
(1) veloeiúad instantónea de P en t1 = u(tl) = dt (t' ) , 

du d2x 
(2) aceleración instantdneade P en t l  = a( t l )  = ---(ti) = ?(t ,)  . 

dt 

EJEMPLO 1. Sea V metros cúbicos el volumen de un cubo de a metros de arista. 

1) Hallar la razón de cambio promedio de V cuando a cambia de 

i) 4 a 4.3 , ii) 4 a 4.1, iii) 4 a 3.9 . 
2) Hallar la razón de cambio de V cuando a = 4. 

SOLUCION. 

Sabemos que V = V ( a )  = a3. 

1) (i). Tenemos 

Luego 

1) (ii). Tenemos 

Luego 

1) (iii). Tenemos a = 4 , M = 3.9 - 4 = -0.1 . 

V ( a  + Aa) - V ( a )  (3.9)3 - 43 -4.681 
Luego - - = - = 46.81. 

Aa -0.1 -0.1 



dV 2 
2) Tenemos - = 3  a . 

da 

EJEMPLO 2. La ley de movimiento de un punto es S  = t 2  - 3t + 5 , donde S es la 
distancia dada en cms., y t  es el tiempo dado en segundos. 

1) ¿Cual es la velocidad del punto cuando t = 1 y 5 ? 

2) ¿Cuál es la velocidad promedio del punto en el intewalo 12 t 5 5 ?. 

SOLUCION. 

1) Tenemos 
d S  

v ( t )  = - = 2t - 3 . 
dt  

Luego ( 1 )  1 , v ( 5 ) =  7 

2) Tenemos t = 1 ,  At=5-1=4.Luego 

S(t  + At) - S ( t )  
velocidad en el intervalo 1 5 t 5 5 = 

EJEMPLO 3. Los puntos extremos de un 
segmento AB de 5 mts. de longitud yacen 
sobre los ejes de coordenadas X e Y, res- 
pectivamente. A se mueve con una velocidad 
constante de 2 mts./seg. ¿Cuál es la razon 
de movimiento de B cuando A se encuentra 
a una distancia de 3 mts. del origen ? 

SOLUCION. 

En el tridngulo rectángulo BOA tenemos 

4 
V = 2 mts /seg. 

L 

0 3 ‘ 4 '  
* 
X 
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Derivando respecto de t, obtenemos 

V = 2 mts /seg. 

* 

Si n = 3 , entonces 

sustituyendo en la ecuación obtenida, resulta 

EJEMPLO 4. Se vierte agua en un depósito 
que tiene la forma de un cono invertido a ra- 
z6n de 16 m3/hora. El cono tiene 25 m. de 
profundidad y 20 m. de diámetro en su parte 
superior. Si tiene una fuga de agua en la base 
y el nivel del agua esta subiendo a razón de 
i /9 mlhora cuando el agua tiene 15 m. de 
profundidad, jcon qué rapidez sale el agua del 
demito? 

Sean 

t = el tiempo en horas , 
h = la altura en metros del nivel del agua en el tiempo t , 
r = el radio en metrw de la superficie del agua en el tiempo t , 

Y u = volumen en metros cúbicos del agua en el tanque en el tiempo t . 
Calculamos el volumen V cuando el agua tiene h metros de profundidad. 

1 2  r 10 V = - m  h ,  Y -=- (Por semejanza de triángulos). 
3 h 25 



2h 
Luego, sustituyendo r = - en la primera fórmula, resulta 

5 

Puesto que se cumple 

tenemos 

razón de cambio de volumen = razdn de entrada - ratdn de salida 

dS 
donde - designa la razón de salida de agua del depósito por hora. 

dt 

Así, 

dS 
y debemos calcular - dh 1 

cuando h = 15 y - = - . 
dt dt 9 

Derivando ambos miembros de la ecuación (1) respecto del tiempo t 

y sustituyendo los valores indicados 

dS 
- 16 - 4n r 16 - 4(3.14) = 3.44 Finalmente, (3) y (2) da - - 

dt 

Por tanto, la rapidez con que el agua sale del depósito es 3.44 rn3/hora. 

9.6 PROBLEMAS RESUELTOS. 

9.6.1 PROBLEMAS DE DERlVAClON DE ECUACIONES PARAMElRICAS. 

1 
PROBLEMA 1. Dadas las ecuaciones paramétricas x = - 

t + l  
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SOLUCION. Tenemos 

dy - - -  2t 
Luego - - dt d x - - t + l  dx - 

PROBLEMA 2. Encontrar la derivada de y' = 3 , si 
dx 

x = a(cos t  + t  sen t )  , y = a(sen t - t  cos t )  . 

SOLUCION. 

dy at sen t  
Luego - = - = 

dx atcost 
tg t  

PROBLEMA 3. Probar que la hnción y dada por las ecuaciones paramdtricas 

satisface la ecuación diferencial 



Luego 

y por tanto 

dy PROBLEMA 4. Hallar - en cada uno de los siguientes casos 
dx 

SOLUCION. 

dy 2 b sen t cos t 
Luego - - - b = -- 

dx -2 a sen t cos t a 

& n- L d~ - -nacos t .  sent y -=nbsenn-'t.cost . (2) - - 
dt dt 

dy PROBLEMA 5. Hallar la derivada - de las siguientes funciones dadas en forma 
dx 

paramRtrica 
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Así 

dy Luego - = 2t . 
dx 

PROBLEMA 6. La funci6n y está dada por las ecuaciones parambtricas 

cos t 
x=- 

sen t 
9 Y=- 

dy . Hallar - . ,/a 3cOs- dx 

J=(-sent)  - cost - 
dx - - - [i-) - - - cos2 t . s en t+sen2 t . cos t  - - sent  
dt tos 2t (COS 2t)3/2 (WS 2t)" ' 

Luego 

-sen 2t 
J ~ . c o s t  - sent 

cos 2t 
- tos 2t . cos t + sen 2t . sen t - - tos t - 

(COS 2t)312 (COS 2t lY2 

dy - 
- d t  

sen t 
dt 



PROBLEMA 7. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y 
subnormal de la curva 

x = a(t - sen t)  , y = a(1- cos t) en cada ( x ,  y). 

dy : SOLUCION. Calculamos y' = - 
dx 

dy sen t -- Luego y' = - - 
dx 1-cost 

Tenemos 

1+ - 
1- cos t m 1(1- cos t)' + gen2 t 

Luego 

- - 

= 2  

a(1-cost)  1 . 
sen t t 

sen - 

l TI- (2) n=longituddelanwmal = y l+(y ' )2  - 

sen ( i) 
a 

-S(:) 

= 

= 2 1 a s e n ( t )  .~( t ) l  

a(1- cos t) 

sen (i) 

a ( i  - cos t)' 1 .- 
sen t t 

sen - 

= 2 a / s e n ( i ) /  
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a(1- cos t )  
(3) ST =Longitud de la subtangente = 

1-cost 

PROBLEMA O. Hallar la derivada y" = fi de la función y dada por las ecuaciones 
dX2 

(4) S,, =Longitud de la submrmal = (yy'l = 

Así 

a (1 - cos t) . 1 = lasent i  . 
(1 - cos t )  

PROBLEMA 9. Hallar - en cada uno de los siguientes ejercicios 
dx2 



SOLUCION. 

d 2 y  Z(ZJ - 2 -sec t - - 1 
Luego - = dx - dx2 2 - -3a cos t .  sen t 3a cos4 t .  sen t 

2 d2Y -cosec t - -  - = - 1 
Luego 

dx2 a t  sen t 3 a t s e n  t 

PROBLEMA 10. Calcular - d 3 y  de la función y dada por las ecuaciones parametricas 
dx3 

dx  dy 2 
SOLUCION. - = sec t t g  t , - = sec t , 

dt dt 
2 dy  sec t 

-= = cosec t , 
dx  sect . tgt  

2 2 2 ) = - 3 ctg2 t (-cosec t )  = 3 ctg t .cosec t .  
d t  dx" 

d3Y 3ctg2t .cosec2t  3 c t g 4 t  - Finalmente, - - = -. 
dx3 sec t .  tg t sen t 
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9.6.2 PROBLEMAS SOBRE DERlVAClON DE FUNCIONES IMPUCCTAS. 

dy PROBLEMA 1 1. Hallar - de la función implicita y en cada uno de los siguientes 
di 

ejercicios 

2x 2y 
(1) Derivando ambos miembros de la ecuación respecto de x - - - yt=0.  

a2 b2 

b2x 
Luego y' =- 

agy ' 

(2) Derivando respecto de x 1Ox + 2y + 2xy' - 2yy' + 7 = O. 

10x+2y+7 
Luego y' = 

2(y - x) 

2xy - 3x2 
(3) Análogamente 3x2 - 2ry - x2 y ' + 2yy' = 0 ,  y por lo tanto y' = 

2y-x 2 - 

dy PROBLEMA 12. Hallar - en los siguientes casos 
dk 

(1) Derivando ambos miembros de la ecuación respecto de x 

2 sec y.y'=2y+2xy', yporlotanto y'= 2~ 

sec2 y - 2x 

2 d Y-TY'  (2) Similarmente sec (xy) . -(q) = - . 
dx y2 

de donde y' = 
Y (1- y2s&xy) 

x ( ~ + ~ ~ s e c ~ x y )  ' 



2 2 PROBLEMA 13. Hallar y'  en el punto (-4 1) si x + 4xy + y - 3x + y - 2 = 0. 

SOLUCION. Derivando la ecuación implfcita respecto de x 

2x+4y+4Xy'+2yy1-3+y'=O 

- 2 ~ - 4 y + 3  
de donde y' = y sustituyendo x = -1, y = 1, resulta y '  = -1. 

4x+2y+1  

4 4 PROBLEMA 14. Hallar y" en (2,l) si x - 3xy + y - 5x = 1. 

SOLUCION. Derivando sucesivamente dos veces la ecuación implícita respecto de x 

3 4x3 - 3 y - 3 ~ ~ ' + 4 ~  y ' - 5 = 0  (1) 

12x2 - 3y' - 3y' - 3xy" + 12y2(y')2 + 4y3y" = 0 

O 12x2 - 6y' - 3xy" + 12y2(y')2 + 4Y3Y1' = O (2) 

sustituyendo x = 2, y = 1, en la ecuación (1) resulta y' = 12, y con estos tres valores 
en la ecuación (2) obtenemos y" = 852. 

d3y 
PROBLEMA 15. Si x2 + y2 = a2 hallar - . 

h3 

SOLUCION. Derivando respecto de x consecutivamente 

2x + 2yy' = O 

1 + (y')2 + yy" = o 
2y'y" + y'y" + yy"' = O o 3y'y" + yy"' = O 

X 
De (1) obtenemos Y# = -- 

Y 

X2 + y2 
y sustituyendo este valor en (21, resulta y" = -- 

y3 

.Finalmente, reemplazando (4) y (5) en (3) da y"' = - 
3 x ( x 2 + y 2 )  3xa2 

= -- 
Y5 y5 
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PROBLEMA 16. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 
4 4 y =4x +6xy enelpunto ($2). 

SOLUCION. En primer lugar calculamos y' en el punto (52).  

Derivando la ecuación implícita respecto de x 

14 
de donde sustituyendo x = 1, y = 2, obtenemos y' = - . 

13 

Luego, la ecuación de la recta tangente es 

y la ecuación de la normal es 

PROBLEMA 17. Probar que el punto de contacto de una tangente a la hipérbola 
2 xy = a divide en dos partes iguales al segmento de la tangente comprendida entre los 

ejes de coordenadas. 

SOLUCION. 

Sea T la recta tangente en el punto 
(xo ,y,) de la hipérbola y designemos con 

A y B los puntos de intersección de T 
con los ejes X e Y, respectivamente. De- 
bemos probar que 

1 B 
-(A+B)=(x,,y,). 
2 

2 Derivando la ecuación xy = a respecto de o A 

x obtenemos 

Yo y por tanto la pendiente de la tangente en (x, , yo)  es y; = - -. 
Xo 



La ecuación de T es entonces 

Haciendo y = O obtenemos x = 2x0 . Luego A = (2x0 ,O). 

Y haciendo x = O obtenemos y = 2 y 0 .  Luego B = (O, 2 y 0 ) .  

1 
por tanto, -(A + B) = ( x o , ~ , ) .  

2 

PROBLEMA 18. Demostrar que la suma de las coordenadas de los puntos de intersec- 
ción con los ejes de coordenadas de la tangente en un punto cualquiera a la curva 
x Y 2  + = b y 2  es igual a b. 

SOLUCION. Sea T la recta tangente a la curva dada en el punto ( x , , yo )  y desig- 

namos con A y B los puntos de intersección de T con los ejes X e Y, respectivamente. 
Vamos a calcular las coordenadas de A y B. 

y42 
Derivando la ecuación x y2 + = bV2 respecto de x obtenemos y' = -- 

x 42 

y por tanto la pendiente en el punto (x, ,  y , )  es y; = - . 

42 

La ecuación de T es entonces y - yo = - [:] ( x  - xo ) 

Haciendo y = O, obtenemos x = x, + (xo yo )" . Luego 

Y2 Y haciendo x = O ,  obtenemos y = yo + (xoyo ) . 

Luego B = (0 ,  Yo + ( x o Y o ) ' ~ ) -  

Por consiguiente, la suma de las coordenadas de A y B es 
2 

+ y 1 2 ] 2  = ( b Y 2 )  = b ,  

que era lo que queríamos demostrar. 
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PROBLEMA 19. Probar que la distancia de un punto cualquiera de la hipérbola equilá- 
2 2 2  tera x  - y  = a al origen es igual a la longitud del segmento normal a la hipérbola 

en ese punto. 

Vamos a calcular la longitud del segmento normal a la hipérbola en el punto 

Po = (~O,Y , ) .  

Derivando la ecuación respecto de x  obtenemos 2x - 2yy' = 0 ,  

y por tanto la pendiente de la curva en el punto dado es y; = -. 
Yo 

Luego la longitud de la normal a la curva es 

(usando la fórmula dada en 9.4.2) 

= ,/- (sustituyendo el valor de y;) 

Pero la distancia de Po al origen es precisamente 

y por consiguiente n = d(Po ,O). 



PROBLEMA 20. Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y vertica- 
2 lesdelacurva 2 ~ ~ - 2 x ~ + 2 ~  -2x-4y-1=0.  

SOLUCION. Calculamos la pendiente de la c w a  dada en cada punto (x,y) derivando 
la ecuación implícita respecto de x 

4~-2~-2ny'+4~~'-2-4~'=0, 

de donde resulta 
- .  

Puntos de contacto de las tangentes horizontales. 

Vamos a determinar los puntos (x, y) de la curva en los cuales las tangentes son hori- 
zontales, esto es, en los que se cumple y' = O o teniendo en cuenta (1) 

y sustituyendo en la ecuación de la curva, obtenemos 

y simplificando 
6x2 -16x+5=0  

81J34 
cuyas raíces son x = - . 

5 f 2434 
Reemplazando estos valores en (2), tenemos y = 

3 

son los puntos de la curva en los que las tangentes son horizontales. 

Puntos de contacto de las tangentes verticales. 

Sea (x,y) un punto de la curva en el que la tangente es vertical. De acuerdo a (1) se 
debe cumplir 
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o equivalentemente x - 2y + 2 = O 

o x = 2 y - 2 ,  

y sustituyendo x en la ecuación de la curva, obtenemos 

y simplificando 6y2 -2oY+ 11=0,  

cuyas raíces son 

41& 
Reemplazando estos valores en (31, tenemos x = - . 

3 

son los punta de contacto de las tangentes verticales a la curva dada. 

PROBLEMA 21. Determinar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y 
2 verticales de la curva 3y - 6y - x = 0.  

SOLUCION. Derivando la ecuación implícita respecto de x 

1 
de donde y' = - . 

6y-6  

Puesto que y' # O concluimos que la curva no tiene tangentes horizontales. 
1 

Por otra parte, y' = - = oo si y sólo si 6 y - 6 = 0 o y = 1 que sustituido en la 
6y-6  

ecuación de la c w a  da x = -3. Luego (-3,l) es el único punto de la curva en donde 
la tangente es vertical. 

PROBLEMA 22. Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y vertica- 
les de la curva 

2 x - 24xy + 169y2 = 25. 

SOLUCION. Derivando la ecuación implícita respecto de x 



x - 12y 
de donde y '=  

12x - 169y 

x - 12y 
Si y '=  = O entonces x = 12y, y sustituyendo en la ecuación de la curva 

12x - 169y 

( 1 2 ~ ) ~  - 24(12y)y + 16gy2 = 25 

resulta y = f 1, y por lo tanto x = +12. 

Luego (12,l) y (-12,- 1) son los puntos de contacto de las tangentes horizontales. 

x - 12y 169 
Si y '=  =oo ,  entonces 12x-169y=0 y x=-y. 

12x - 169y 12 

Sustituyendo en la ecuación de la curva 

se obtiene 12 y = + - ,  
13 

y por lo tanto x = t13. 

Luego (13, E) Y [-13, - z) 
son los puntos de contacto de las tangentes verticales. 

9.6.3 PROBLEMAS SOBRE DERlVAClON DE ORDEN SUPERIOR. 

PROBLEMA 23. Hallar la enbsima derivada de la función y = (ar + b)n. 

SOLUCION. Tenemos 

d 
= M -(a + b)n-l = n a ( n  - l)! o"-' (por inducción sobre el exponente) 

dxn-' 
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PROBLEMA 24. Hallar la derivada de orden n de la función y = &. 

SOLKION. Tenernos y = xU2 

-(?) 
(4 1 x 3 ~  ... x(2n-3) 

y por inducción se obtiene y = (-1)"-' x , n 2 2  
2n 

PROBLEMA 25. Hallar la enésima derivada de y = sen x . 

SOLKION. Tenemos y = y(0' = sen x , 

y(') = cosx = sen x + -  , n) 
y12) = cos ( x  + T) = sen ( x  + 2 n) . 

Luego, por inducción sobre n se tiene y(n' = sen x  + - 21. 
PROBLEMA 26. Hallar la enésima derivada de y = cos ax . 

SOLUCION. Tenemos y = y(0' = cos ar, 

y(L) = - a s e n =  = acos 

[ 1) = a2 cos ( m  + q) y(2' = - a2 sen m +- 

y por inducción sobre n se tiene y('' = o'' cos PX + - 2). 



Nota. Regla de Leibniz. Sean u = u(x), u = u(x) dos funciones que tienen derivadas 
hasta de orden n inclusive. Entonces se prueba (por inducción sobre n, por ejemplo) 
que se cumple la fórmula de Leibniz 

l + x  
PROBLEMA 27. Usando la regla de Leibniz encontrar y(") si y = - 

J; 

SOLUCION. Sean u = l + x ,  u=x-V2,demodoguey=u.v.  

Aplicando 

yfn) = ( u . ~ ) ' ~ )  = u("). U + nu (n-l). u(') + ... + nu ( 1) . 1) + u. u (n )  

y teniendo en cuenta que u(1'= (1+x) = 1 

J2) = 0 , 

obtenemos 

Por otra parte 

y se prueba que 

Luego (2) en (1) da 



Aplicaciones de la Derivada 295 

2n+l 

O Y"' = (-qn-l x [2nr - (212 - 1)(1+ x)] 
1 x 3 ~  ... x(2n-3) (-4 

2" 

PROBLEMA28. Hallar y("' si y=( l -x2)cosx .  

SOLUCION. Aplicamos la fófmula de Leibniz 

2 con u = 1- x y u = cos x . Tenemos 
2 u = l - x  , u=cosx ,  

u"' = -2x , u'') = -sen x = cos x+-  , [ 3 

Luego 

9.6.4 PROBLEMAS SOBRE RAZONES DE CAMBIO Y VELOCIDADES. 

PROBLEMA 29. Un balón esférico esta siendo inflado. Hallar la razón de cambio del 
área respecto al radio, en el instante en que el radio es 10 cms. 



SOLUCION. Tenemos S = 4w2  

donde S = área de la superficie en cm2, 

r = radio del balón esférico en cms. 

dS 
Por definición, la razón de cambio de S respecto de r es la derivada - = 8rrr 

dr 
dS 

Para r = 10 cms tenemos - = 8 0 ~  cms . 
dr 

PROBLEMA 30. Un avión está volando paralelo al suelo a una altura de 3 mil metros y 
a una velocidad constante de 12 Kmlmin. Si el avión vuela directamente sobre una ciu- 
dad, ja que razón cambia la distancia de la línea de vuelo entre el avión y la ciudad 20 
segundos después? 

SOLUCION. 

Sean Y = la recta vertical que pasa por la ciudad , 

x = distancia del avión a Y en Kms, 

Y r = distancia del avión a la ciudad en Kms. 

dx dr 1 
Sabemos que - = 12 Kms/min y deseamos calcular - cuando t = 20 seg = - min . 

dt dt 3 

Del triángulo rectangulo de la figura tenemos 

x2 +32 = r  2 (1) 
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y derivando ambos miembros de la ecuación respecto de t 

Ahora bien, para t = min se tiene x = 12 (*) = 4 , 

y sustituyendo en (2) e = 12 (t) = 9.6 W m i n .  dt 

PROBLEMA 31. Dos puntos se mueven sobre el eje X con las siguientes leyes de movi- 
miento 

500 
x = t + 5 ,  X=-, 

t 

donde t 2 O , x y t son dados en centímetros y segundos, respectivamente. ¿Con qué 
velocidad se separan los puntos en el instante en que se encuentran? 

Sean P, y P2 los puntos de modo que 

500 
Y x2 =- (ver figura) 

t 

Calculamos el tiempo t en el que P, y E', se encuentran. 

500 
Igualando x1 = x2 , o sea t + 5 = - , resulta t 2 + 5 t - W = O ,  

t 

cuyas raíces son t=20 ,  -25. 

Luego t = 20seg. 

Las velocidades en el punto de encuentro son 

Luego la diferencia de velocidades es u, - u, = 1 - (- $) = $ (cm/seg) . 



PROBLEMA 32. Dos vehículos, uno se dirige ha- 
cia el Este a una velocidad de 26 Km/h y el otro Norte 

hacia el Norte a una velocidad de 13 Krn/h, es- A 
tán viajando hacia la intersección de dos carrete- n-- x--+ 

ras. ¿Con qué velocidad se aproximan los dos 4 O b Este 
vehículos uno con respecto del otro, en el instan- 
te en que el primero de ellos está a 5 Km y el se- 
gundo a 12 Km? 

SOLUCION. Tracemos un sistema de ejes de co- 
ordenadas rectangulares como en la figura con 
origen 0, el punto de intersección de las dos ca- 
rreteras. 

Sean 

x = la abscisa (de posición ) de P, en Kms. 

y = la ordenada (de posición ) de P, en Kms. 

r = la distancia entre P, y P2 en Kms. 

Sabemos que 

dr 
y deseamos calcular - cuando x = -5 , y = -12. 

dt 
(las coordenadas son negativas respecto del sistema elegido). 

Del triángulo rectángulo se tiene que 

2 2 2  r = x  + y  

y derivando ambos miembros respecto de t 

Para x = -5 , y = -12, la ecuación (2) nos da r = 13, y en (3, teniendo en cuenta 
(11, 
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PROBLEMA 33. El volumen de ventas y de una tienda en función del gasto diario x 

de publicidad es dado por la fórmula y = 50(-8x2 + 8 x  + 3 ) .  donde x, y están expre- 

sados en miles de dólares. 

1) Usando la derivada, determinar si sería ventajoso que el presupuesto diario de 
publicidad fuera aumentado, si actualmente éste es 

a) 300 dólares b) 600 dólares. 

2) iCu$nto debe asignarse al presupuesto de publicidad para conseguir el máximo 
volumen de ventas posibles? 

SOLKION. Completando cuadrados vemos que la curva y = 50(-8x2 + 8x + 3) repre- 

senta la parábola y = -400(x - ~ 2 ) ~  + 250 con foco en (l/2,250). 

4 pendiente > O  

250 1 he pendiente < O 

1601 

(1) De la gráfica vemos que una pendiente positiva significa un crecimiento en el 
volumen de ventas cuando x aumenta, y andlogamente, una pendiente negativa 
significa un decrecimiento en el volumen de ventas cuando x aumenta. 

Ahora %ien, tenemos 

y por tanto, resulta ventajoso aumentar el presupuesto de publicidad cuando éste 
es de 300 dólares, pero no así cuando es de 600 dólares. 

(2) Para determinar el valor máximo de y, basta observar que en la ecuación 
y = -400(x - ~ 2 ) ~  + 250, el término -400(x - ~ 2 ) ~  es siempre < O y por lo tanto, 

y ser$ mkimo cuando este tBrmino sea 0, o sea cuando ( x  - ~ 2 ) ~  = O O x = l/2. 



Luego, el máximo volumen de ventas se conseguirá con un presupuesto de publicidad 
de 500 dólares. 

PROBLEMA 34. En un círcuito eléctrico la ley de Ohm establece que E = I R , 

E voltios es la fuerza electromotriz, 

R ohmios es la resistencia, 

Z amperios es la intensidad de la corriente. 

Suponiendo que E es constante, probar que R decrece en una razón respecto de I que 
es proporcional al cuadrado del inverso de Z. 

E 
SOLUCION. Despejando R se tiene R = - , 

I 
dR E 

y derivando ambos miembros respecto de I : - = -- , teniendo presente que 
dI z2 

dE - = O ya que E =constante. 
dZ 

PROBLEMA 35. El lado de un triángulo equilátero mide a cms., y está creciendo a una 
razón de k cm/hora . ¿Con qué rapidez crece el área? 

a" 
SOLUCION. Se tiene A = -fi cm2, donde A es el área del triángulo. Derivando 

4 
dA 

respecto del tiempo y usando - = k resulta 
dt 

PROBLEMA 3ó. Una varilla no homogénea AB tiene 12 cm. de largo. Se sabe que la 
masa de la parte AA4 de la varilla aumenta proporcionalmente al cuadrado de la dis- 
tancia del punto M al extremo A, y es de 10 gr. cuando m = 2 cm. 

1) Hallar la masa de toda la varilla AB. 

2) Hallar la densidad lineal en cualquier punto M. 

3) Hallar la densidad lineal de la varilla en los extremos A y B. 
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SOLUCION. 

-%-M 

n 12 cm. u 

2 Sea m = m(x) = kx la masa en gramos de la parte AM de la varilla cuando - 
AM = x cm., k es una constante de proporcionalidad. 

Calculamos k. Se tiene m = 10 cuando x = 2 ,  

Se tiene pues m = t x 2  

1 )  La masa de la varilla se obtiene cuando x = 12, y vale m = % ( 1 2 ) ~  = 360gr. 
dm dm 

2) Por definición, la densidad lineal es - . Luego - = 5x gr/cm. 
dx dx 

dm dm 
3) Haciendo x = O y x = 12 en la ecuación precedente resulta - = O y - =  60 ,  

dx dx 
respectivamente. Y 6stas son las densidades lineales en los extremos. 

PROBLEMA 37. Una l h p a r a  está colgada a 3.50 mts. sobre una recta horizontal. Un 
hombre de 1.50 mts. de altura camina alejandose de la luz a razón de 24 mts/min . 
( 1 )  ¿Con qué rapidez se alarga su sombra? 

(2) ¿Con que rapidez se mueve la punta de la sombra del hombre? 

Sean x = la distancia en mts. del hombre a la recta vertical OL y 

S = longitud en mts. de la sombra del hombre. 



Entonces x  + S =distancia de la punta de la sombra al origen, y sabemos que 

Puesto que los triángulos rectángulos ALOS y ACPS son semejantes, se cumple 
S 1.50 3 

= = -  
3 

, de donde S = - x  , 
x + S 3.50 7 4 

7 
y también x + s  = - ( x ) .  

4 

Luego tenemos que 

ds 3 d x  3  
rapidez con que crece la sombra = - = -. -. = - (24) = 18 m/min , 

dt 4 dt 4 

d 7 d x  7 
y rapidez con que se mueve el punto S = - (x  + S )  = - - = - ( 2 4 )  = 42 m/min . 

dt 4  dt 4  

10 
PROBLEMA 38. Un punto se mueve a lo largo de una hipérbola y = - , de manera 

X 

que su abscisa x crece uniformemente a la razón de 1 unidad por segundo. ¿Cuál es la 
razón de cambio de su ordenada cuando el punto pasa por (5 ,2 )?  

SOLUCION. Derivando ambos miembros de la ecuación respecto del tiempo en segun- 
dos 

dy 10 dx = - - . - .  dx dy 10 2  
y para x = 5, - = 1, entonces tenemos - = - - . l =  - - . 

dt x 2 d t  dt dt 52 5 

PROBEMA 39. Una cometa que está a 24 
mts. de altura sobre el nivel del suelo se 
aleja horizontalmente a una velocidad de 
5/3 metros por segundo del niño que la 
sostiene. ¿A qué velocidad el niño está sol- 
tando la cuerda, cuando la cuerda mide 30 
metros? 

SOLUCION. Ubicamos al niño en el ori- 
gen O del sistema de coordenadas carte- 
sianas XY de la figura. Designamos con x  
la distancia de la cometa al eje Y, y r la 
longitud de la cuerda. Se cumple 

2 2 2 r =24 + x .  
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dr dx 
Luego r - = x -  

dr x dx 
0 -=-- 

dx 5 . Tenemos - = v = - m./seg , y cuando r = 30 
dt dt dt r dt dt 3 

entonces x =  J302 -242 = 18. 

dr 18 5 
Por tanto -=-.-= 1. 

dt 30 3 

PROBLEMA 40. Un caño vierte agua en un 
cono recto circular invertido a razón de 
18 em3/seg. La altura del cono es 512 de su 
ditímetro. qué rapidez sube el nivel del 
agua cuando tiene una profundidad de 12 
cm. el cono? 

SOLUCION. Sean 

u = volumen del agua en cm3 cuando el ni- 
vel está a h cm. de profundidad , 

r = radio en cm. de la superficie de agua a 
una altura de h cm. 

Tenemos 2 v = + n r  h (1) 

(por hipótesis) 

Luego h r = -  
5 

y sustituyendo r en (1) resulta v = 5 hS . 
75 

dv IC 
Derivando respecto de t ambos miembros se tiene - = - h2 = 18 cm3/seg. 

dt 25 dt 

dh 25 Y haciendo h = 12 cm se obtiene - = - cm/seg. 
dt 8~ 

PROBLEMA 41. Un barco está navegando hacia el Sur a una velocidad de 
15 millas/hora . Otro lo hace hacia el Este a la velocidad de 10 millaslh. A las 4 p.m. el 
segundo barco pasó por el punto donde el primero había estado 2 horas antes. 



(1) ¿Con que rapidez cambiaba la distancia entre los barcos a la 1 p.m.? 

(2) ¿Y a las 5 p.m.? 

(3) qué hora no cambiaba la distancia entre ellos? 

SOLUCION. 

Tracemos un sistema de ejes rectangulares 
X e Y sobre las líneas de movimiento de los 
barcos B, y 4, respectivamente. Tenemos 

dx dy 
donde r = d(B,, 4) , - = 10, - = -15 

dt dt 

(pues B, se desplaza en sentido opuesto al 
sentido positivo del eje Y). 

dr x y 
Luego - = 10- - 15- 

dt r r 

De acuerdo al enunciado, a las 4 p.m. el se- 
gundo barco se encuentra en el origen (O, 0); 
y el primero, que había pasado dos horas antes, se encuentra a 15(2) = 30 millas al sur 
del origen, o sea en el punto (O, - 30). 

Se sigue entonces que las ecuaciones de movimiento B, y B, son 

respectivamente. 

Distancia entre los barcos a la 1 p.m. 

Para t = 1 tenemos sustituyendo en (**) 

dr 
y luego en (*) -- = -7& = -15.85 millas por hora. 

dt 

Distancia entre los barcos a las 5 p.m. 

Para t = 5 tenemos sustituyendo en (**) 

X = I O ,  y = - 4 5 ,  r = ~ J 8 5  

y luego en (*) - -  dr 132 J85 = 75.381nillas por hora. 
dt - 17 
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Cálculo de la hora cuando no cambiaba la distancia entre los barcos, 

De (*) y (**) tenemos 0 = 2x - 3y 

0 = 20(t - 4 )  - 3(-15t + 30) 

Y t = horas = 2 h. 37min. 

PROBLEMA 42. En un cierto instante las tres dimensiones de un paralelepípedo rec- 
tangular son 6, 8, 10 cms, y están creciendo en las razones de 0.2, 0.3 y 0.1 cm/seg, 
respectivamente. ¿Con qué rapidez está creciendo el volumen? 

SOLKION. Sean x, y, z las longitudes de los lados del paralelepípedo en cuestión. 
Luego su volumen es 

v = xyz dV dx dz -=yz-+xz*+xy-.  
Y dt dt dt dt 

dx d~ dz 
Para x = 6 ,  y = 8 ,  z = 1 0 ,  - = 0 . 2 ,  - = 0 . 3 ,  -- - 0.1 , 

dt dt dt 
dv 

resulta - = 38.8 cm/seg . 
dt 

PROBLEMA43. Un grifo vierte agua en un depó- 
sito hemisférico de didmetro de 16 cm. a la razón 

de 12 cm3/seg. Hallar la rapidez con que se eleva 
la superficie del agua 

(1) Cuando el nivel del agua alcanza la mitad de 
la altura del depósito. 

(2) Cuando el agua empieza a derramarse. 

Nota. El volumen de un segmento esférico S es 

S=*2-Lnh3 
3 (1) 

donde h es la altura del segmento. 

SOLUCION. Derivando ambos miembrm de la ecuación (1) respecto del tiempo t 

ds dh dh 
dt = ( 2 i r ~ h - n h ~ ) ~  = n h ( l 6 - h ) = ,  puestoque 2R=16;  



dh 
- =  

12 ds 
Y , puesto que - = 12 cm3/seg. 

dt xh(16-h) dt 

R 
(1) Para h = - = 4 se obtiene 

dh 1 - = - = 0.08 cm/seg. 
2 dt 4x 

(2) Para h = R = 8 se obtiene 
dh 3 = - -  - 0.06 cm/seg . 
dt 16x 

PROBLEMA 44. Un automóvil viaja a una velocidad constante de 90 Km/h sobre una 
pista circular en cuyo centro O hay una fuente de luz. ¿A qué velocidad se mueve la 
sombra del automóvil' sobre una valla tangente a la pista en un punto P, cuando ha 
recorrido Y6 de la pista desde P ? 

SOLUCION. 

valla 

Sean R = radio de la pista circular, 

x = longitud del recomdo del automóvil respecto del punto P, en un tiempo t, 

y S = distancia de la sombra del automóvil al punto P, en un tiempo t .  

Se tiene s = R tg (&OS) = R tg (5) . 
Derivando respecto de t 

dx 
pues - =90 . 

dt 

Cuando 1 1 2 
x = - de la longitud de la pista = - (2 6 R) = - rr R , 

6 6 3 
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x 27t 
se tiene - = - y por tanto 

R 3 

PROBLEMA 45. Una viga de longitud L con su extremo superior atado a una polea se 
apoya en una pared y su extremo inferior descansa sobre un carro. Hallar la 
aceleración del carro cuando está a x unidades de la pared, si se suelta la soga a una 
razón constante de v unidades por segundo. 

SOLUCION. De la figura tenemos 

L~ = x 2  + y 2  (1) 

(suponemos y orientado hacia arriba) 

Derivando (1) respecto de t 

Luego 

dy dx x - y -  ,Y 
d2x 

#(-U)- y. - 
aceleración = - = U .  dt dt = , X 

dt 2 2 
X X 



PROBLEMA 46. Un tanque cilíndrico vertical de 20 cm. de diámetro tiene un orificio en 
su base. La velocidad con la cual el agua sale del tanque es dada por la fórmula 

2 v = 2gh, donde h es la profundidad del agua y g es la aceleración de la gravedad. ¿Con 

qué rapidez cambia la velocidad u del agua que sale, si el orificio tiene 1 cm2 de área? 

dV 
SOLUCION. Tenemos V = ~ ( 1 0 ) ~  h y - = v .  1 , 

dt 

donde V es el volumen de agua a una altura h. 

Luego 

y de v2 = 2gh se tiene dv dh 
(2) 

Eliminando - cm/seg2. 
dt dt lOOn 

PROBLEMA 47. Un abrevadero horizontal 
Y 6p.- tiene 16 p de largo y sus extremos son r r  t 

I \ trapezoides con una altura de 4 p, base 
1 
1 / 

menor de 4 p, y base mayor de 6 p. Se 
vierte agua en el abrevadero a razón de 8 
p/min. ¿Con qué rapidez crece el nivel del 
agua cuando el agua tiene 2 p de pro- 
fundidad? 

SOLUCION. 
El volumen de agua a una altura h es 

(4 + r )  V = l6x  áreadel trapecio = l 6 x - x h  = 8 ( 4 + r ) h  2 

Por otra parte, por semejanza de trihgulos 

Remplazando (2) en (1) resulta V = 4(h + 16)h. 

dv dh 
Derivando respecto del tiempo t :  - = (8h + 64) - . 

dt dt 

dV dh 1 
Puesto que - = 8, para h = 2 obtenemos - = - = O.l(~/seg) 

dt dt 10 
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PROBLEMA 48. Un triángulo ABC esta formado 
por la cuerda BC de la parábola y = px2 y las tan- 
gentes AB y AC en cada extremo de la cuerda. Si 
BC es perpendicular al eje de la partibola y se 
acerca al vértice a una razón de 2 unidades por 
segundo, jcon qué rapidez el área del triángulo 
cambia cuando la cuerda BC se encuentra a 4 uni- 
dades del vértice? 

SOLUCION. En primer lugar, debemos expresar el 
área S del triángulo en función de la ordenada y, 
para lo cual necesitamos conocer la altura h. 

En el punto C = ( x ,  y )  la tangente AC tiene 

dy pendiente - = 2px. 
drc 

Luego h = x . tg (ACAD) = x (2px) = 2p x2 , 

y sustituyendo x = [$ j resulta S = - 2 yw2. 
pY2 

Derivando respecto de t: 
ds 3 dy - = - y Y 2 - ,  
dt pV2 dt 

d~ dS 12 y como - = 2 , para y = 4 obtenemos - = - unidades2/seg . 
dt dt pU2 

9.7 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PROBLEMA 1. Un punto se mueve a lo largo de la parábola y2 = 12x , de manera que 
su abscisa crece uniformemente a una razón de 2cm./seg. ¿En qué punto de la 
parábola la abscisa y la ordenada crecen a la misma razón? 

PROBLEMA 2. El radio de la base de un cono esta creciendo a una razón de 
3 cm./min., y la altura esta decreciendo a una razón de 4 cm./min. ¿Con qué rapidez 
cambia el área de la superficie del cono, cuando el radio es 5 cm. y la altura 12 cm? 

Nota. Ares lateral = nr dh2 + r2 



PROBLEMA 3. Si r designa el radio de una esfera, S la superficie y V el volumen, 
dV r dS 

probar que se cumple - = - - - . 
dt 2 dt 

PROBLEMA 4. Un punto P se mueve a lo largo de la parárbola = x de manera que 
su abscisa crece a una razón constante de 4 unidades/seg. Si la proyección de P sobre 
ei eje X es M. ¿Con qué rapidez el área del triángulo OMP está cambiando cuando P 
tiene su abscisa en x = 25? 

PROBLEMA 5. Un recipiente tiene 12 p de largo y sus extremos son triángulos 
invertidos que miden 3 p de altura y 3 p de base. Se vierte agua en el recipiente a 
razón de 2 p 3 / ~ i n .  ¿Con qué rapidez aumenta el nivel del agua, cuando el agua tiene 
1 p. de profundidad? 

PROBLEMA 6. Un hombre en un muelle mueve un bote a razón de 48 p/min, por 
medio de una soga atada al bote al nivel del agua. Si las manos del hombre están a 
16 p. sobre el nivel del agua, ¿Con qué rapidez se acerca el bote al muelle cuando la 
longitud de soga suelta es de 20 p.? 

RESPUESTAS. 

l. (3,6). 2. Crece a una razón de % j2n cm2/min. 

9.8 DIFERENCIALES. 

Sea y = f ( x )  una función diferenciable en el punto x.  La diferenciar de y (en el punto 

x ,  y para un incremento A x )  es dada por 

dy = f ' ( x )  Ax 

donde Ax es un incremento arbitrario de x. 

9.8.2 OBSERVACIONES. 
dy 1) Tambibn se suele escribir dy = df , dy = - . dx. 
dx 

2) La diferencial d f  es una función de las dos variables x  y A x ,  donde x  es 
cualquier punto donde existe f ' ( x )  y A x  es un número real arbitrario. Así, con 
propiedad debería escribirse 

df = df ( x ,  A X )  = f ' ( x ) ~ x .  
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9.8.3 PROPIEDAD DE APROXlMAClON DE LA DIFERENCIAL. 

Sea y = f ( x )  una funci6n diferenciable en el punto x. Entonces para un incremento pe- 
queño Ax , la diferencial d y  = f ' ( x )  AX se aproxima al incremento y = f ( x  + A X )  - f ( x )  . 
Es decir que se cumple 

Ay = d y  

y en particular 

y + Ay = y  +dy o y + Ay = y +  f ' ( x ) ~ x  , (Ax  es muy pequeño) (2) 

La fórmula (2) es muy útil para calcular valores aproximados de y + Ay. 

Nota. La fórmula (1) resulta de la definición de la derivada f ' ( x ) .  

En efecto, si llamamos E = 
AY f ( ~ + A x ) - f ( x ) - ~ ' ( ~ ) -  --f'(%) 

Ax Ax 

entonces lim & = O  
&+O 

Ahora bien, la ecuación (3) puede escribirse Ay = f '(%)A% + E Ax , y teniendo en cuenta 
(4), si Ax se aproxima a cero , E AX es comparativamente m8s pequeño que Ax y se 
tiene Ay .: f t  ( X ) A X .  

La siguiente figura ilustra la propiedad de aproximación de la diferencial 

o 

I 
I 
1 * X  

T = tangente en el punto (x, y )  



El número E Ax es muy pequeño en comparación con Ax, cuando Ax se aproxima a 
cero, y de Ay = dy + E AX tenemos que Ay = dy . 

9.8.4 LA DIFERENCIAL dx . 
(1) Para la función I ( x )  = x la diferencial es, de acuerdo a la definición 9.8.1, 

dx = Ax, 

donde Ax es un incremento arbitrario de x. 

(2) Si y = f ( x )  es una función diferenciable en el punto x ,  entonces d f  se expresa 
como un múltiplo de la diferencial h. En efecto, 

(pues dx = & por (1)) 

dy (3) Observemos que tenemos - = f ' ( x )  (en la notación de derivada) 
dx 

si y sólo si dy = f '(x)dx (en la notación de diferenciales). 

9.8.5 PROPIEDADES DE LAS DIFERENCIALES. 

Teorema. Se cumplen las siguientes propiedades 

1. Si c es una constante, entonces dc = O 

2. Si u y u son dos funciones y c es una constante, entonces 

d ( u + v ) = d u + d v  d(cu) = cdu 

d (u  . u) = udu + udu d ( f )  = 
udu - udu 

2 v 

S. Diferencial de una función compuesta. Si u = u(u) y u = u(x) son dos funciones, 
du du 

entonces d(u(u(x))) = - (v(x) )  du(x) , o en forma breve du = -dv , donde u 
dv dv 

es considerada como una función de x: u = u(u(x)) . 
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Prueba de la propiedad 6. 

Se tiene u = u(v(x)) y v = v(x) . 

Luego por definición de diferencial se cumple 

Pero por regla de la cadena 

du dv d u  
y por tanto en (a) du = -(v(x)) -(x)& = -(u(x)) . du (usando (b)), 

dv dx dv 

que es lo que queríamos demostrar. 

9.8.6 DIFERENCIALES DE ORDENES SUPERIORES. 

La diferencial de orden n-dsim de la funci6n y = f (x) se define por 

donde & es un incremento arbitrario de x. 

Puesto que dx = b, se cumple d = f ( x )  . (dx)" 

9.9 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Hallar la diferencial de y = 2x-3/2 para x = 4 y Az = -0.008. 

Luego para x = 4 y dx = hx = -0.01 , se tiene 



PROBLEMA 2. ¿Tiene la funci6n y = 1x1 una diferencial en x = O? 

SOLUCION. No, pues no existe yf(x) cuando x = O .  

PROBLEMA 3. Hallar dy si 2% 2xy - = a2. 
SOLUCION. Aplicando las propiedades de la diferencial tenemos 

-3x dx - 2y dx 3x + 2y 
de donde despejando dy resulta dy = = .  d x .  

2x - 8y 8y - 2x 

TI TI 
PROBLEMA 4. Hallar la diferencial de la función y = cos x .para x = - y ~x = - . 

6 36 

f X 
SOLUCION. Debemos calcular dy = (cos x) dx = - sen x dx para x = - Y 

6 
X 

d .  = Ax = - . Sustituyendo estos valores obtenemos 
6 

PROBLEMA 5: Hallar un valor aproximado de sin usar tablas. 

SOLUCION. Sea y = fi  . 
Debemos hallar un valor aproximado de y + Ay = , cuando x + Ax = 31. 

Sabemos que 
y + AY z y + Y'AX . 

Tomando x = 32 (para lo cual y = m = 2) y Ax = -1 , tenemos x + Ax = 31 , y de- 
bemos hallar y'  en x = 32. 

Luego en (1) = y +  Ay = 2 + (0.0125)(-1) = l.9875 . 
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PROBLEMA 6. Reemplazando el incremento de la funci6n por la diferencial, calcular 
aproximadamente 

SOLUCION. Sea y = tg x , donde x es el arco medido en radianes. 

45" X 
Tenemos x = arcode 45" = -(2n) = - , 

360" 4 

Calculando dy = sec2 (x) dr para estos valores resulta 

Luego tg 44" * tg 45" + dy = 1 - 0.017 = 0.983 . 

Sea y = cosx , donde x es el arco medido en radianes. 

Tenemos 
60 x 1 

x = -(2X) = - TC 
y AX = - ( 2 ~ )  = - 

360 3 360 180 

Calculando dy = - sen x dx para estos valores 

1 Luego cos 61' rr: cos 60° + dy = - - 0.015 = 0.485 . 
2 

PROBLEMA 7. Encontrar la diferencial de la función y dada implícitamente por 

(x + y)2 (2x + = 1 . 

SOLUCION. Tenemos 

(x + d[(231+ y13] + (2x + y)'. d[(x + = d(1) 

(x + y12. [3(2x + (2dr + dy)] + (2x + [2(x + y) . (& + dy)] = O ,  



1Ox + 8y 
de donde despejando dy resulta dy = - di 

7x+5y  

PROBLEMAB. Si y =  J1-X2 hallar d2y.  

SOLUCION. Tenemos 

y(1) = '(l-x2)-V2 (-24 = -x(1-X2)-"2 
2 

Luego d2y = y 1 2 ' ( ~ ) 2  = - (42 
( 1 - X 2 y 2  ' 

PROBLEMA 9. Si y = cos (u) hallar day.  

SOLUCION. Se tiene y("' = a" eos 

(n)  Luego d y = a n c o s ( a r + q ) ( d i ) n .  

(por el prob.26, sec. 6.10.3). 

PROBLEMA 10. Aproximar la función y = para x = 0.1 . 

SOLUCION. Se tiene y = (1 - x ) ' ~  (1 + x)-'~. Luego 

y(1) = (1-~)43 [-$)(l+x)-413 + ( 1 + ~ ) - 4 ~  ~ ( I - ~ ) - V ~ ( - I )  
3 
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( 1) Luego d y = y  dx para x = O  y h = O . l ,  vale 

2 
dy = - - (0.1) ü - 0.067 

3 

PROBLEMA 1 1. 

(1) Derivar la fórmula de aproximación 

para valores ldrl pequeños en comparación con x. 

(2) Aplicando la fórmula aproximar los valores J6qO , m . 
SOLUCION. 

(1) Sea y = c  . Puestoque y' = 
1 
f'7 n x 

1 

se tiene dy = y'& = g T i  A d* , ypor tanto 
n x 

(2) Para calcular aproximadamente J640 empleamos la f6r-mula que hemos esta- 
blecidoen(l),tomando n = 2 ,  x=625, Ax= 15: 

Luego a 25.30 . 
En forma análoga, para calcular aproximadamente m empleamos la f h u l a  
de (1) con n = 3, x = 216, Ax = -16: 

Luego m = 5.85. 



PROBLEMA 12. Hallar el volumen aproximado de un recipiente esférico, cuyo radio 
exterior es de 3 cm. y su espesor l/4 cm. 

3 SOLUCION. Tenemos V = s n  r , dV = 4n r2dr.  

4 a r = 3 ,  d r = - i  resulta ~ = - n ( 3 ) ~ = 3 3 n ,  d V = 4 n ( 3 ) 2 ( - f ) = - 9 n .  
3 

Luego 3 volumen aproximado = V + dV = 36n - 9n = 2 7 ~  cm . 

PROBLEMA 13. Para una variable u se definen los siguientes conceptos: 

error de u = du , 
du 

error relativo = - , 
u 

du 
Y error relativo en tanto por ciento = 100- % . 

U 

Probar que si se comete un error al medir el diámetro de una esfera, el error relativo 
de la superficie de la esfera es dos veces el error relativo del radio. 

SOLUCION. Se tiene S = 4x r2 

Luego 

PROBLEMA 14. ¿Con qué precisión debe medirse la arista de un cubo para que el volu- 
men resulte con un error menor del uno por ciento? 

XNUCION. Tenemos V = a 3 ,  V =volumen , a =longitud de la arista , 

Luego 

1 
y por tanto, la arista del cubo debe medirse con un error menor del -% . 

3 
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PROBLEMA 15. Demostrar que 2xrhe es una 
fórmula aproximada para calcular el volumen 
de un tubo cilíndrico delgado de extremos 
abiertos, de radio r, altura h, espesor e. 

SOLUCION. Si el volumen del cilindro es 
2 V = x r  h ,  

entonces el volumen del tubo cilíndrico de 
espesor e = d r  se aproxima por 

que es lo que queríamos demostrar. 

PROBLEMA 16. Hallar dy en cada uno de los siguientes ejercicios 

2 2 2  
(1) x  + y  = a  (2) sen ( x  - y) = COS (x + y) 

SOLUCION. 
X 

(1) 2xdx+2ydy=O. Luego dy=--dx . 
Y 

COS ( x  - y) + sen ( x  + y) 
Luego dy = dx. 

cos ( X  - y) - sen ( x  + y) 

Luego dy = ( J x + J y ) J y  d x .  
( 2 ~ 5 - J r ) J r  

PROBLEMA 17. ¿Cual es el incremento aproximado en el volumen de una esfera, si su 
radio de 20 cm. aumenta en 2  mm? 

3 SOLUCION. Tenemos V = rr r y por lo tanto 

incremento aproximado de volumen = dV = 4n r2dr 



2 
Para r = 20cm. y dr = - = 0.2 cm., resulta 

10 

PROBLEMA 18. Hallar un valor aproximado de tg 45' 3' 20". 

SOLUCION. Sea y = tg x , x medido en radianes, 

45 n 
Tomando x = areode45* = - (2n) = - 

360 4 

lt 
Ax = arcode 3'20" = -. 

3240 

Luego 

PROBLEMA 19. La altura de un cono recto circular es el doble del radio de la base. Al 
medir se encontró que la altura es de 24 cm. con un posible error de 0.01 cm. 
Encontrar el error aproximado en el volumen calculado del cono. 

SOLUCION. El volumen calculado del cono es V = ? nr2h, donde r es el radio de la 
base en cm. y h es la altura. 

Puesto que h = 2r reemplazando r se tiene 

3 V = & n h  y d V = + n h 2 d h .  

Para h = 24 , dh = 0.01 , resulta dV = f ~ ( 2 4 ) ~ ( 0 . 0 1 )  = 4.52 cm3. 

PROBLEMA 20. El tiempo de oscilación de un péndulo se da por la fórmula 

donde L es la longitud del pbndulo en metros, t el tiempo en segundos y 
g = 9.8 rn/seg2. 
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(1) ¿Cual es la longitud de un péndulo que oscila una vez por segundo? 

(2) ¿En cuinto se altera t si el péndulo de (1) se alarga 3 mm?iCuánto se adelantada 
o atrasaría en un dia un reloj con ese error? 

SOLUCION. 

(1) Tenemos L = a t2 y sustituyendo t = lseg., g = 9.8 , K = 3.14 , resulta 
K 

Luego para dL = 0.003m. , t = lseg. , tenemos que el cambio es 

dt = 
(3.14)~ (0.003) 

= 0.0015seg. por oscilación. 
2(9.8)(1) 

Si se alarga L en 3 mm, el tiempo t de oscilación aumenta a 1.0015 seg. 

400 = 86,270 oscilaciones, y por lo tanto, el En un dia el oscilador ejecutar4 - 
LO015 

reloj se atrasará en 86,400 - 86,270 = 130" = 2' 10". 

PROBLEMA 2 1. Usando diferenciales probar que 

1 1 1 
SOLUCION. Sea y = - . Tenemos - = - + dy 

1 1 Ax 
De (1) y (2) se sigue que a - - - -  

2 '  x+Ax x x 

(aproximadamente). 

PROBCEMA 22. Si f (x) = xS - 1 , g(x) = 3s - 1 , ¿Para qu6 valores de x se cumple 

df = dg ? 



SOLUCION. Tenemos df = f ' ( x )  d x  = 3x2dx , 

dg = g t ( x )  dx  = 3 d x  . 
2 Luego d f ( x )  = dg(x) si y sólo si 3 x  = 3  o x  = f 1  . 

PROBLEMA 23. Si d - = h ( x )  dr hallar h ( 2 )  . 
[ :11]  

SOLUCION. 
, 

Tenemos 
x - 1  x - 1  

t 

( x - 1 ) ( 2 x ) - x 2 ( 1 )  x 2 - 2 x  
Luego h ( x )  = - = 

( x - I ) ~  
=-  

( x  - 1)2 

PROBLEMA 24. Si A es el área de un cuadra- 
do cuyo lado tiene longitud x,  hallar dA. Trazar 
una figura mostrando el cuadrado, dA y A A .  

SOLUCION. 
2 De A = x  se sigue que dA = 2 x  d x  , 

dA se compone de la suma de S ,  y S3 , 

A A se compone de la suma de S ,  , S2 y S, , 

9.10 VALORES MAXIMOS Y MlNlMOS DE UNA FUNCION. 

9.10.1 DEFINICION. 

(1) Decimos que una función f ( x )  tiene un valor máximo absoluto en el punto c si se 
cumple f ( x )  5 f (e) 9 

para todo x  donde f ( x )  está definida. 
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(2) Decimos que una función f ( x )  tiene un 
valor múximo relativo en el punto c, si 
existe un 6 > 0 tal que f ( x )  f ( c )  para 
todo x  tal que ( x  - c( < S . 
O equivalentemente, si f ( x )  tiene un 
máximo absoluto en c sobre el intervalo . 

abierto (c  - 6,  c  + 6 )  , para algún S > 0. 

En h fígum: f (e,) es el miiximo absoluto de 

f (x) 9 Y f ( ~ i )  9 f (52) Y f (e, ) son mAximos 
relativos de la función. 

9.10.2 DEFINICION. 

(1) Decimos que una función f ( x )  tie- 
ne un valor mínimo absoluto en el 
punto c, si se cumple 

f ( 4  2 f (e)  9 

para todo x  donde f ( x )  está defi- 
nida. 

(2) Decimos que f ( x )  tiene un valor 
mínimo ~ l a t i v o  en el punto c  si 
existe un 6 > O tal que 

para todo x t d  que lx - 4 < 6 .  

En la figura: 
f ( x )  no tiene valor mínimo absoluto, 

f (c,  ) es un máximo relativo, 

f (c2 ) es un minimo relativo, 

f (e,) es el valor máximo absoluto. 

9.10.3 DEFINICION. Decimos que f ( x )  tiene un extremo relativo en el punto c, si 
f (c)  es un valor máximo relativo o un valor mínimo relativo. 



9.10.4 TEOREMA DEL EXTREMO ESTACIONARIO. 

Si f ( x )  tiene un extremo relativo en el punto c y existe f ' (e )  entonces f ' (c)  = O .  

En los puntos c, , c, , c, y c, de extremos relativos de f (x) ,  las tangentss son 
horizontales. 

La prueba del presente teorema se da en uno de los problemas resueltos 

(Ver problema 1, Sec.9.11.). 

9.10.5 DEFINICION. Sea f ( x )  una función definida en el punto c. Decimos que c es 
un punto crítico (o número crítico) de f ( x )  , si 

f ' (c)  = O o f'(c) no existe. 

Nota. 

1. Si f ( x )  tiene un valor extremo relativo en c, entonces c es un punto crttico. En 
efecto: si existe f ' (e)  entonces -por el teorema 9.10.4 del extremo estacionario- 
debe cumplirse que f ' (e) = O, y por lo tanto c es un punto crítico. Por otra parte, si 
f ' (c)  no existe entonces de todas maneras c es un punto crítico, por definición. 

2. Si c es un punto crítico de f ( x )  , entonces no es siempre cierto que f ( x )  tenga un 
extremo relativo en c. Ver el ejemplo 1 que sigue. 
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Y3 
EJEMPLO 1. Hallar los puntos crlticos de la función f ( x )  = ( x 2  - 2 x  - 8 )  y deter- 

minar en que puntos críticos f ( x )  tiene un valor extremo relativo. 

SOLUCION. 

l. Puntos ctiticos de f ( x )  . 
1 -213 2 ( X  - 1) 

Tenemos f ' ( x )  = - ( x 2  - 2% - 8 )  ( 2 %  - 2) = 
3 2/3 ' 

3 ( x 2  - 2 ~  -a) 

Ahora bien 

f t ( x ) = O  siysólosi x -  1 = O ,  osea x = 1 ,  
213 

f ' ( x )  no existe si y sólo si el denominador 3(x2  - 2 x  - 8 )  

2 se anula, o sea x  - 2 x  - 8 = 0 ,  ecua- 
ción que resuelta da x = -2 ,  x = 4 .  

Luego los puntos enticos de f ( x )  son 
-2, 1,4. 3 . -  y = x 2  - 2 x - 8  

2*n 

2. Puntos críticos en los que f ( x )  tie- 1" 

ne un valor extremo. - 5 4 - 3 '  8 1 2 3  5 * X 
0 2 ~ ~  

Puesto que a S 6 si y sólo si a3 5 b3 ,  -30 m 

vemos que 
Y3 

f ( x )  = ( x 2  - 2 x  - 8) tiene un valor ex- 
2 tremo en c, si y sólo si x  - 2 x  - 8 tie- 

ne un valor extremo en c. 

La figura muestra la gráfica de la parti- 
2 2 bola y = x  - 2 x - 8 = ( x - 1 )  - 9 .  

De donde vemos que solamente en x = 1, f ( x )  tiene un valor extremo. 

En efecto, se trata de un mínimo absoluto. 

Y3 PROBLEMA 2. Hallar los puntos críticos de la función f ( x )  = ( x 3  - 3 x 2  + 4 )  

SOLUCION. Tenemos 



x 
y como x3 - 3x2 + 4 = (X - 2 ) 2 ( ~  + 1) resulta f '(x) = 

(X - 2)u3(% + 1)2J3 

Anulando el numerador y denominador sucesivamente obtenemos 

9.10.6 CALCULO DE MAXIMOS Y MlNlMOS ABSOLUTOS DE FUNCIONES CONTINUAS 
SOBRE UN INTERVALO CERRADO. 

Sea f (x) una función continua en todo plinto de x de un intervalo cerrado [a, b] . 
Sabemos que (ver propiedades de las funciones continuas) f (x) tiene un valor máxi- 
mo absoluto M y un valor mínimo absoluto m en el intervalo cerrado. Es decir que 
existen puntos xo y x, en [a,b] tales que 

M = f (x,) m = f (x,) , 
m <  f (x)< M para todo x en [a,b]. 

Regla para calcular máximos y mlnimos absolutos. 

Sea f (x) una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] . 
Para hallar M y m, los valores máximo y mínimo absolutos de f (x) en [a, b], respec- 
tivamente, se procede de la siguiente manera : 

(1) Se calculan los valores de f(x) en los puntos críticos c de la función en el 
intervalo [a, b] . 

(11) Se calculan los valores f (a) y f (b) . 

(111) Se aplican las fórmulas : 

(1) M = mayor de los valores encontrados en (1) y (11) 

(2) m = menor de los valores encontrados en (1) y (11) 

Pmeba de las fórmulas 111 (1) y (2). 

Vamos a probar que se cumple 111 (1). 

Escribimos M = f (xo ) con a < x o < b  

Y f (x) M para todox tal que a I x I b. 
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Veremos que M es uno de los valores dad- en (1) o (1111, y esto demostrar4 la f6rmula 
111 (1). 

Pueden ocurrir los siguientes casos: 

(i) a < xo < b . En este caso, M = f (xO) es un máximo relativo de la fiuici6n (por ser 
un máximo absoluto en el intervalo abierto (a, b)), y por lo tanto, xo = c es un 
punto crftico (ver nota 9.10.5). 

Luego M es uno de los valores indicados en (1). 

(ii) xo = a, b . En este caso, M = f (xO) es igual a f (a) o f (b) , y por lo tanto, es 

uno de los valores indicados en (11). 

La prueba de la fórmula 111 es anAloga. Omitimos los detalles. 

EJEMPLO 1. Encontrar los valores máximo y mínimo absolutos de la función 
f (x) = x4 - 8x2 + 16 en el intervalo [-l., 41. 

SOLUCION. 

(1) Hallamos los puntos crlticos de f(x) en [-541. Resolviendo la ecuación 
3 f ' ( x )  = 4x - 16x = O resultan las ralces x = 0 , 2  y -2. 

Puesto que solamente O y 2 se encuentran en [-141 , los puntos crlticos en ese 
intervalo son O y 2. 

(2) Calculamos los valores de f(x) en los puntos críticos O y 2 y en los extremos 
-1,4 del intervalo [-l., 41 , en la tabla 

Luego por las fórmulas 111 (1) y (2) 

M = máximo absoluto de f (x) en [-l,4] 

=mayor de 9,16,0,144 = 144 , 



Y m = minimo absoluto de f ( x )  en [-l, 41 

= menor de 9, 16,0,144 = O . 

EJEMPLO 2. Hallar los valores m6ximo y minimo absolutos de la función 

en los siguientes intervalos 

(1) [-2,8] 

(2) [o, 81 

SOLUCION. Calculamos f ' ( x )  

Puesto que f ' ( x )  no existe en x  = 7 y x  = -1 y f ' ( x )  = 2 x  - 6 = 0 da x  = 3, tene- 

mos que los puntos críticos de f ( x )  son -1,3 y 7. 

Los valores de f ( x )  en -2, -1,0,7,8,9 son 

Luego 

(1) máximo absoluto de f ( x )  en [-2,8] = mayor de 1,0,4, 15 = 15 , 
mínimo absoluto en [-2,8] = menor de 1,0,4, 15 = O . 
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(2) máximo absoluto de f ( x )  en [O, 81 = mayor de 1,4, 15 = 15 , 
mbrimo absoluto en [O, 81 = menor de 1,4, 15 = 1 

(S) máximo absoluto de f (x) en [-2, O] = mayor de 1, O = 1 , 

mínimo absoluto en [-2. O] = menor de 1, O = O 

(4) máximo absoluto de f ( x )  en [8,9] = mayor de 15, 26 = 26 , 
mínimo absoluto en [8,9] = menor de 15, 26 = 15 . 

EJEMPLO 3. Un trozo de alambre de 10 m. de longitud se corta en dos partes. Una 
parte serti doblada en forma de círculo y la otra en forma de cuadrado. ¿Cómo debería 
ser cortado el alambre para que 

(1) el área combinada de las dos figuras sea tan pequeña como sea posible ? 

(2) el área combinada de las dos figuras sea tan grande como sea posible ? 

SOLUCION. 

Supongamos que se toman x metros de alambre para formar un circulo y 10 - x m e  
tros para formar un cuadrado. El área total A obtenida es entonces 

A = área del ctrculo + área del cuadrado 

Buscamos los valores máximo y mínimo absolutos de la función A = A(%) en el inter- 
valo cerrado [O, 101 . 
Aplicamos la regla para calcular tales valores 

Resolviendo 

10x 
obtenemos el punto crítico x = - . 

n + 4  



10x 
Cal&lamos los valores de A(x) en los puntos O, - y 10: 

n i - 4  

25 10 x  
Luego el mínimo valor - se obtiene cuando x = - , 

x + 4  x + 4  
25 

y el máximo valor - se obtiene cuando x = 10 . 
x  

EJEMPLO 4. Hallar la longitud de la escalera de longitud máxima que se puede pasar 
por la esquina de un corredor cuyas dimensiones se indican en la figura. 
Se supone que la escalera se transporta paralela al suelo. 

SOLUCION. Sea AB un segmento que pasa por P con extremos en las paredes como 
se indica en la figura. 
Buscamos la longitud mínima de A B  . Entonces una escalera de longitud L pasará 
por la esquina si y sólo si L S longitud mínima de AB, y la longitud máxima de L se- 
r& 

Longitud máxima de L = Longitud mtnima de AB (1) 
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Calculamos el segundo miembro. Tenemos 

AB = AP + PB = 2.7 cosec 8  +6.4 sec 0 

y debemos determinar el mínimo absoluto de AB en el intervalo cerrado O 8  5 ~ / 2  . 
Los puntos m'ticos en O e 8 < n/2 se obtienen de 

d  COS 8  sen 8  
O = - (M)  = - 2.7cosec 8 .  ctg 8 + 6.4 sec 8 . tg 0 = - 2.7- + 6.4- , 

de sen2 0 cos2 0 

Los valores de AB en 8  = O , arc tg 

a) en 0 = 0 ,  AB=ao ; 

b) en 8  = arc tg  3 , se tiene cosec 0 = f , sec 8  = $ 

Luego el mínimo absoluto de AB es 12.5 . 
Finalmente, gracias a la igualdad (1) tenemos que 

Longitud máxima de L = 12.5 metros. 

EJEMPLO 5. Se desea fabricar cajas abiertas de piezas de cartón cuadradas de 30 cm 
de lado, cortando cuadrados iguales de las cuatro esquinas y doblando los lados. 
Encontrar la longitud del lado del cuadrado que se debe cortar para obtener una caja 
cuyo volumen sea el mayor posible. 

SOLUCION. 



Sea x centirnetros la longitud del lado del cuadrado que se va a cortar. 

Entonces el volumen de la caja, expresado en cm3, es V = x (30 - 2 ~ ) ~ .  

Debemos hallar el máximo valor de V sqjeto a la restricción O < x < 15, pues 2x I 30. 

Resolviendo la ecuación 
dV o = - - -  - (30 - 2x)' + 2x (30 - 2x)(-2) 
dx 

resulta x = 15 y x = 5. 

Los valores de V en x = 0,5 y 15 son: 

Por tanto, máximo de V en el intervalo cerrado [O, 151 es 2,000 y se obtiene cuando 
x = 5 .  

9.1 1 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Probar que si f(x) tiene un extremo relativo en el punto c y existe 
f '(c) , entonces f '(c) = O 

SOLUCION. Supongamos que f (x) tiene un máximo relativo en el punto c. 

Luego existe un S > O tal que Ix - cl e S implica f (x) < f (c) (*l. 

Paso l. lim f(x)-f(c) , O 
s+c- X - C  

En efecto, si c - S < x < e entonces f (x) - f (e) < 0 (por (*)) 

Dividiendo resulta 

f(X)-f(C) 2 0  paratodoxtalque c - S < x < c .  
X - C  

y tomando límite lateral por la izquierda lim f(x) - f(c) , 0 
x-bc- X - C  

pues todos los cocientes son 2 O. 



Aplicaciones de la Derivada 333 

Paso 2. lim f ( 4 - f ( c )  0 
x+c+ x-C 

Enefeeto,si c c x c c + S  entonces f (x)- f (c)<O (por(*)) y x -00 .  

Dividiendo resulta f ( x ) - f ( C ) ~ ~  paratodo x telque c < x < c + ~  , 
X - C  

y tomando limite lateral por la derecha 1% 
f ( x ) - f ( c )  5 o ,  

x+c X - C  

pues todos los cocientes son S 0 .  

Paao 3. f ' (c)  = O. En efecto 

o S lim f (4- f (4 (por el paso (1.1) 
x+c- X - C  

(") - (las igualdades por la definición de f '(c) ) = f ' ( c ) =  1% x - c  
X+C 

S O (por el paso (2)) 

de donde O S  f ' ( c ) ~ O .  

Y esto prueba que f '(c) = 0, que es lo que queríamos demostrar. 

A continuación tratamos el caso en el que f (c) es un mínimo relativo. 
Entonces - f (c) es un máximo relativo de - f (x)  , y, por lo que ya hemos establecido, 
- f '(c) = O. Luego tambibn resulta f '(c) = O. 

La prueba queda concluida. 

PROBLEMA 2. Hallar los puntos críticos de cada una de las siguientes fimciones 

1 4 x2 - 4 x + 3  (%-S)(%- 1) 
(1) Tenemos f ' (x)  = - xq3 - - xV3 + = - - 

3 3 3 x2J3 3 xq3 



Resolviendo la ecuación O = f ' ( x )  = ( x  - 3 ) ( x  + 1) resultan las raíces x  = 3, 1; y la 
derivada f ' ( x )  no existe si x  = O. 

Luego los puntos críticos de la función son 0, 1, 3. 

(2) Resolviendo la ecuación f ' ( x )  = 4 x 3  + 33x2 + 6 8 x  + 15 = 0. 

Por simple inspección vemos que x  = -3, -5 son raíces de la ecuación. Factori- 
eando se tiene 4 x 3  + 3 3 x 2  + 68% + 15 = 4 ( x  + 3 ) ( x  + 5 ) ( x  + t) . 
Luego los puntos críticos son x  = -5, -3, - i/4 . 

( x 2  - 9 )  - x ( 2 x )  
= - x2 + 9  

(3) Tenemos f t ( x )  = 
( x 2  - 9 ) 2  ( X 2  -912 ' 

Puesto que x 2  + 9  # O la ecuación f ' ( x )  = O no tiene raiceh reales. 

Ademtis, f ' ( x )  no existe si y sólo si x 2  - 9 = 0,  esto es cuando x  = f3. Luego los 
puntos crfticos de f ( x )  son x  = - 3, 3  . 

PROBLEMA 3. Encontrar los valores máximo y mínimo absolutos de cada una de las 
siguientes funciones en los intervalos indicados: 

SOLUCION. En primer lugar, observemos que las funciones dadas son continuas en 
los intervalos indipdos de manera que existen los valores máximos y mínimos 
absolutos y podemos hacer uso de la regla que hemos presentado en 9.10.6 para 
calcularlos. 

(1) Resolviendo la ecuación 0 = f ' ( x )  = 3 x 2  + 5 obtenemos x = 1,/-5/3, que no son 
números reales. 

Así, f ( x )  no tiene puntos críticos. 
Puesto que los valores de f ( x )  en x  = -3 y -1, son respectivamente, -46 y -10, 
concluimos que: 

naáximo de f ( x )  en [-3, - 11 es -10, 

mtnimo de f ( x )  en [-3, - 11 es 4 6 .  
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(2) Tenemos 

de donde se sigue que f '(x) + O y que f '(x) no existe si (x + 2) = 0 o x = -2. 
Luego el único punto crítico de la función es x = -2. 

Pero -2 no se encuentra en el intervalo [-l,2] , de modo que no lo consideramos 
para calcular los extremos absolutos de f (x) . 

Los valores de f (x) en x = -1 y 2 son, respectivamente, -1 y Y2 . 
x 

Por lo tanto máximo absoluto de - en [-1,2] es Y2 , y 
x + 2  

X 
mfnimo absoluto de - en [-521 es - 1 .  

x + 2  

(3) Tenemos f '(x) = - 2 

3(x-3)" 

Luego x = 3 es el único punto crítico de la hnción y se encuentra en el intervalo 
[-5,4] 
Puesto que los valores de f (x) en x = -5,3 y 4, son, respectivamente, -3, 1 y O, 

concluimos que : 
máximo absoluto de f (x) en [-5,4] es 1 , y 

mínimo absduto de f (x) en [-S, 41 es -3. 

l 
-2(x+5) x < - 4  

(4) Tenemos f '(x) = . -2(x + 1) x > -4 

no existe x = -4 

Luego fl(x)=O siy861osi x + 5 = 0  o x + l = O ,  

Y f ' ( x )  no existe si x = -4 , 
y por lo tanto, los puntos críticos son -5, - 4, y -1 . 
Estos tres valores se encuentran en el intervalo [-6, O] . 
Puesto que los valores de f (x) en -6, - 5, - 4, - 1,0, son respectivamente, 3,4,3, 
12 y 11, tenemos que: 

máximo absoluto de f (x) en [a, O] es 12 , 

mlnimo absoluto de f (x) en [-6, O] es 3 . 



PROBLEMA 4. Hallar los coeficientes p  y q del trinomio cuadrado: y  = x2 + px + p 
de modo que este trinomio tenga un mínimo y  = 3  cuando x  = 1. 

SOLUCION. Puesto que la hnción y  tiene un mínimo en x  = 1 se debe cumplir, por el 
teorema 9.10.4, del extremo estacionario, que y' = 2x + p  = 0 en x  = 1, o sea 
2(l) + p  = O, de donde p  = -2; y como y  = 3  cuando x  = 1, sustituyendo estos valores 
tenemos 

3 = ( l ) 2 - 2 ( l ) + q  ,dedonde q = 4 .  

2 Asf, el trinomio cuadrado es y = x  - 2x + 4 = (x  - 112 + 3 que tiene el valor minirno 
y = 3  cuando x = l .  

PROBLEMA 5. Los puntos A y B están opu- -6- 
estos uno al otro en las riberas de un río recto B P C 
que mide 3  Km. de ancho. 7 1 x / 6 - x  
El punto C está en la misma ribera que B, pero 
a 6 Km. río abajo de B. Se desea tender un ca- 
ble de A a C. Si el costo por Km. de cable es el 
25% más caro bajo el agua que en tierra, ¿Qué 
línea de cable sería menos costosa ? 

A 

SOLUCION. 

Sean P un punto en el segmento BC, a una distancia x Km , 
g = costo por Km. de cable en tierra , 

Y g  + 25% g  = $ g  = costo por Km. de cable bajo el agua. 

Tenemos G = costo total = costo de AP + costo de PC , 

O sea G = j g d m  + g ( 6 - x ) .  

Buscamos el mínimo absoluto de G en el intervalo cerrado 0 S x  S 6.  

Tenemos 
dG o = - =  5 g x  5%-4,/XZ+S = o ,  

4 d - - g 9  

de donde x  = f 4  , y solamente x  = 4 se encuentra en el intervalo [O, 61. 

Los valores de G en 0, 4 y 6, son respectivamente, y g ,  ~g 33 Y T f i g ,  

de los cuales el menor es G = g  . 
Luego el mfnimo absoluto ocurre cuando x  = 4. 
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PROBLEMA 6. Hallar las dimensiones del cilindro recto circular de mayor superficie 
lateral que puede ser inscrito en una esfera de radio 10 cm. 

SOLUCION. 

Sean 

x el radio de la base del cilindro en cm. 

h la altura del cilindro en cm. 

S = la superficie lateral del cilindro 
2 =2hlth, en cm . 

Tenemos h = Jn , y por lo tanto 
2 

Buscamos el valor máximo de S en O 5 x S 10. 

4 n(-x2) 4 n(100 - 2%') 
Tenemos 0 = - = 4 x J i G 2 +  

dx ~100_~2=JiOO_;;i' 

dedonde 100 -2x2=0 ,  x=1!5&. 

Solamente 5 f i  se encuentra en el intervalo cerrado [O, lo]. 
Los valores de S en los puntos x = O ,  S& y 10 , son respectivamente, S = O ,  200n 

y O cm2. Luego el valor máximo de S es 200x cm2 y se obtiene cuando x = 5& cm. 

PROBLEMA 7. Encontrar las dimensiones del cilindro recto circular de mayor volumen 
que puede ser inscrito en una esfera de radio 10 cms. 

SOLUCION. Sean x y h como en el problema 6. 

El volumen V del cilindro es entonces 

v = (áreade h baw)(dt<irn) = nx2 h = 2nr2 Jn , pues k = J m .  
2 

Resolviendo la ecuación 



Calculando los valores de V en x  = O, J6 y 10 , obtenemos V = O , " n& y 

O cm3, respectivamente. 

El valor máximo de V es y n f i  cm3 y se obtiene cuando x  = J6 cm. 

1  
PROBLEMA 8. ¿En qué puntos de la curva y = - la tangente forma con el eje X 

1+X2 
un ángulo máximo (en valor absoluto)? 

2x 
SOLUCION. Buscamos el valor máximo del valor absoluto de y' = - 

(1  + X 2 1 2  

' 2 ( 1 + x 2 ) 2 - 4 x ( 1 + x 2 ) ( 2 x )  
Resolviendo la ecuación = O 

(1+ X 2 ) 4  

3 dedonde ( 1 + x 2 ) ( 1 - 3 x 2 ) = 0 ,  ydeaqui x = f $ ,  y = x .  

Estos valores dan un valor máximo para l y ' l  pues 

PROBLEMA 9. Una isla A esta a 10 Km. del punto B más cercano sobre una playa 
recta. Una tienda está en el punto C , a 26 Km. de B sobre la playa. Si un hombre 
rema a razón de 5 Km/h. y camina a razón de 13 Krn/h, jen qué punto debería de- 
sembarcar para ir de la isla a la tienda en el menor tiempo posible? 

SOLUCION. 
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Sea x  Km. la distancia de P a B, donde P es un punto en el segmento BC (ver fi- 
gura). 

El tiempo total t horas que el hombre emplea para ir de A a P y de P a C, es la - 
AP PC espacio 

suma t = -  + -  (pues tiempo = 1 
5  13 velocidad 

Resolvemos la ecuación 

169x2 = 2 5 ( x 2 + 1 0 0 ) ,  dedonde x = 9 .  

Calculamos los valores de t en los puntos x = O , -9 y 26. 

Tenemos para x = O ,  t = 4 ,  

J(# + lo2  26 - (T) para x = E  t = + = 311 
6 '  

5  13 
13 ' 

para x = 26 , t = q z 5.57. 

Luego el tiempo mínimo es t = 3 # horas y se obtiene cuando x = 9 Km. 

PROBLEMA 10. Encontrar las dimensiones del cilindro 
recto circular de mtiximo volumen que puede ser inscri- 
to en un cono recto circular de radio r = 3 cm. y altura 
h = 18 cm. 

SOkJCION. Sea V el volumen en cm3 del cilindro de 
radio x  cm. y altura h cm. 

Tenemos v = m2h 

x 18-h 
YA - = -  (por semejanza de tridngulos) 

3 18 

Sustituyendo h = 18 - 6 x  resulta V = 6ñr2 (3 - x )  . 

dV 2 
Resolviendo la ecuación O = - = 12 rr x(3 - x) - 6nr , 

dx 



obtenemos x = O ,  x = 2 .  

Calculamos los valores de V  en x  = 0, 2  y 3. 

Para % = O ,  V = O ,  

x = 2 ,  V = 2 4 n ,  

x = 3 ,  v = o .  

Luego el volumen máximo es V = 24n cma 

y se obtiene cuando h = 6 cm y x  = 2 cm. 

PROBLEMA 11. Dos postes de 50 y 30 m. de altura están separados una distancia de 
60 m. ¿Que longitud mínima debe tener un cable que une un punto del suelo con los ex- 
tremos superiores de los postes? 

Sea L la longitud en m. del cable que une A con un punto P a x m. de la base del 
poste A y al punto P con B 

L = D + F E =  JZZ+Jm. 
Resolviendo la ecuación 
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resultan las raíces x = 9 , 150. 

Calculamos los valores de L en x = O, 9 y 60. 

Tenemos para 

% = O ,  L = 50+30fi  117.08 

Luego la longitud mínima es L = 100 m. , 

y se obtiene cuando x = % m. 

PROBLEMA 12. Hallar las dimensiones del cono recto circular de volumen mínimo que 
se puede circunscribir a un hemisferio de radio a. 

SOLUCION. Tenemos 

x = asec0 

h = xctg0 = a sec0ctg0 , 
3 

m 3  yportanto, V = -sec 0 . c tg0 .  
3 

A a, ' 

l ,é 
Buscamos el valor mínimo de V en O 

n- x* 

Observemos que lim V(0) = lim V(0) = +m , y 
0-0' x + e+- 

2 

por consiguiente, el valor mínimo de V existe y 

ocurre e* (o, 5) .  
Resolviendo la ecuación 



Obtenemos sec 0 = 0 , cosec 0 = -6 y cosec 0 = 8 . 
TI 

Excluyendo los valores sec 0 = 0  y cosec 0 = -& por la condición 0 < 0 < - , con- 
2 

cluimos que el valor mínimo de V ocurre cuando 0 = & , y entonces las dimensiones 
del cono son 

& 0 3 6  radio = asec 0 = a-.= = - 

altura = asece.ctg0 = =[$)($i) = a 8  . 

PROBLEMA 13. 

(1) Hallar el área del mayor rectángulo que tenga un perímetro de 40 cm. 

(2) Hallar el área máxima de un triángulo isosceles que tenga un perímetro de 18 cm. 

SOLUCION. 

(1) Tenemos A = x y ,  

(ver figura) 2x+2y=40 ,  

de donde A=x(20-x ) .  

Hallando las raíces de la ecuación 

dA 
- =  (20-x) + (x)(-1) = O , de donde x = 10. 
dx 

Los valores de A en x = O, 10 y 20 son, respectivamente, O, 100 y O. 

Luego el Area máxima A.= 100 se obtiene cuando x = 10. Y en este caso y = 10. 

Por lo tanto, el rectángulo de área máxima con perímetro 40 cm. es un cuadrado 
de área 100 cm2 

xh 
(2) Tenemos A = - (ver figura), 

2 
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Despejando y de la última ecuación y sustituyendo en la segunda ecuacin 
resulta 

h = 3 J9-X . 

Luego A=#xJG yvem-que X S ~ .  

dA 3 3x 
Hallando las raices de la aeuaci6n - = - JG - = O 

& 2 4 ,/G 

2(9-x)-x=O, dedonde x = 6 .  

Los valores de A en x = 0, 6 y 9, son respectivamente 0, 9 6  y O. 

Por tanto el drea máxima es A = 9fi cm2 y corresponde a un triengulo equi- 
ltitero de lado 6 cm. 

PROBLEMA 14. Una lamina de hojalata de ancho a 
se dobla en forma de un arco circular para hacer un 
canal cilindrico. ¿Qué ángulo central 0 debe elegirse 
para que el canal tenga una capacidad maima? 

SOLUCION. 

Sea V el volumen del canal y supongamos que L es 
la longitud del arco de la lamina. - b -  

Tenemos 

V = L ( h a  del sector circular - h a  del tridngulo) 

O b O a 
Porotraparte h=rcos- ,  -=rsen- ,  r = - .  

2 2 2 0 

2 9 9 2  a2  sen e Luego h b = 2 r s e n - - c o s - = r s e n e =  2 a 2  y 8 r  = - ,  
0 2 2 e 

LO' (O-seno) 
y sustituyendo en (1) resulta V = - 

2 O2 

6V LU' 0~(1-cose)-(8-sen~).(2e) 
Resolviendo la ecuación - = - = O 

de 2 0' 



O[-8(1+cos8)+2sen8] = O., 

4 sen- - cos- 
2sen 8 

de donde 8 = 0 ,  y 8 = - - 
0 8 

y - = tg - , de donde, de nuevo 
1+ COS 8 2 e 2 cos - 2 2 

Así, el único punto crítico de V es 0 = 0. 

Calculamos los valores de V en 8 = O y*  K . 
O ~a~ (8 - sen 8) 

En 8 = O, se obtiene V = - , pero lim V(0) = - lim = O, 
O o j o +  2 0+0* g 2  

sea bien por (2) del problema 17, de la presente sección, o por la regla de L'Hospital. 

Y en 8 = 7~ , se obtiene 
2 

La2 
Luego el mdximo valor de V es - y se obtiene cuando 9 = sr. 

27c 

PROBLEMA 15. Hallar las dimensiones del rectángulo de área maxima que puede ser 
2 

x y2 inscrito en la elipse - + - = 1, y cuyos lados son paralelos a los ejes de la elipse. 
18 8 

SOLUCION. Tenemos A = 4xy . 

Despejando y de la ecuación de la elipse 

y considerando y 2 0 , resulta 

Las raíces de la ecuación 

son x = &3 . 
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Los valores de A en x = O. 3 y m, son, respectivamente, 0, 24 y O. Por lo tanto, 
el máximo valor de A es 24 y se obtiene cuando x = 3, y = 2. Las dimensiones del 
rectangulo de área máxima son 6 de base y 4 de altura. 

PROBLEMA 16. De una varilla homogénea AB, que puede rotar alrededor de un punto 
A , cuelga un cuerpo de 24 Kg. de peso a una distancia de 60 cm. de A y se mantiene 
en equilibrio con una fuerza vertical F aplicada en el extremo libre B. Si un centíme- 
tro de longitud de la varilla pesa 50 gr. , hallar la longitud de la varilla para que la 
fuerza F sea la mínima posible y hallar Fmi,. 

24 Kg. 

SOLUCION. 

Puesto que la varilla esta en equilibrio se tiene (calculamos momentos respecto del 
punto A) 

Momento de la fuerza F = momento del cuerpo + momento de la varilla 

El momento del cuerpo es 24(60) = A440 , 

X 
y el de la varilla es (5) (E) , pues el centro de gravedad de la varilla este en -, 

2 1000 2 
50 

y su peso es - X. 
lo00 

X 
2 1440 x 

Luego Fx = 1440+- , F = -+-. 
40 x 40 

Resolviendo la ecuación 

dF 1440 1 - = - - + - =  
2 

O resulta x = f240. 
dx x 40 



El valor x = -240 debe ser excluido por razones obvias y como lim F = +oo = lim F , 
x+o+ x++m 

vemos que x = 240 da lugar al mfnimo valor de F , que es F,, = # + 9 = 12. 

PROBLEMA 17. 

(1) Usando la regla para calcular mdximos y minimos probar que 

8 K 
seno 2 8 -  - para 0 1 8 1 - .  

6 2 
8-seno 

(2) Probar que lim = O .  
o+o+ g2 

B~ 
(1) Tomemos h(8) = seno-O+-. 

Resolviendo la ecuación 

8 2 0 - = 2 sen - 

8 - = 
8 

sen - 
2 2 

y como sen E S 2 0 
si 8 > 0 , tenemos que - = O es la única raíz de la 

2 2 2 
ecuación. 

3 
K X K 

Los valores de h(0) en 8 = 0 y - son, respectivamente, O y 1 - - + - 0.8. 
2 2 48 
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Luego el mínimo absoluto de h en es O , y por lo tanto h(8) 2 0 o sea 

o3 lK 
Luego se cumple sen 0 r 0 - - para OSOS-. 

6 2 

(2) De (1) tenemos 

8-seno < 8 x 
0 c ,- para 0 < 8 ~ - .  

0 6 2 

Tomando límites cuando 0 + O', obtenemos 

8-sen 8 
O 5 lim 

0 
5 lirn - = O 

O+O+ e2 B+O* 6 

0-sen 0 
Asi, lim = O .  

o+ot g2 

8-sen 0 
Nota. El lim = O puede evaluarse de una manera más sencilla ha- 

o-bo g2 
ciendo uso de la Regla de LfH6spitul : 

f ( 4  f ' ( 4  lirn - = lirn - - g(x) "'a gf(x) 

que sera establecida en la Sección 10.7, Cap. 10. 

0-seno 
En efecto, aplicando (1) dos veces al cociente resulta 

0 

8-seno 1- cos 0 sen 0 
lim = lim = lim- = 0. 
9+0 o2 @+O 28 0-0 28 





10.1 TEOREMA DE ROLLE. 

Sea f (x) una función tal que 

(1) es continua en el intervalo cerrado [a ,  b] , 
(2)  es diferenciable en el intervalo abierto (a ,  b )  y 

(3) f ( a ) = f ( b ) = O .  

Entonces existe un número e tal que a < e < b y f ' ( c )  = O . 

En algún punto C de la 
curva sobre el intervalo 
abierto (a, b) ,  la recta 

tangente T es paralela 
al eje X . 

pendiente f ' (c )  = O 



La figura muestra la grtifica de una función f ( x )  que satisface las condiciones (l), (2) 

y (3). El teorema de Rolle nos asegura que existe al menos un número c  entre a  y b  , 
tal que la recta tangente a la curva en el punto C = (c ,  f ( c ) )  tiene pendiente f ' ( e )  = O , 
o sea que es paralela al eje X. 

Prueba del teorema de Rolle. 

Vamos a demostrar que existe un c  tal que a  < c  < b  y f ' ( c )  = O .  

Puesto que f ( x )  es continua en el intervalo cerrado [a,b] (por (1) de la hipótesis), 

sabemos que tiene un valor máximo absoluto M y un valor mínimo absoluto m en 

m < f ( x )  < M para todo x  en [a, b] (*) 

Caso 1: m = M = O .  Entonces de (*) se sigue que f ( x )  = O en a 2 x 5 b,  luego 

f ' ( x )  = O en a  < x  < b .  Así, cualquier punto c  entre a  y b cumple f ' ( e )  = O. 

Caso 11: Alguno de los valores M o m # O. Entonces tomamos uno de estos valo- 
res que no sea nulo y lo escribimos en la forma f ( c )  , para algún c  tal que a 2 c  2 b  . 

Observemos que c  # a y c  z b . En efecto, sabemos que f (a)  = f (b) = O; (por (3) de la 

hipótesis ) y f (c) # 0. 

Luego a < c < b ,  y 

f (c )  es un máximo o mínimo relativo (por ser un máximo o mínimo abso- 

luto en el intervalo abierto ( a ,  b )  , 

y existe f ' ( c )  (por (2) de la hipótesis), 

por lo tanto f ' ( c )  = O (por el teorema 9.9.4 del extremo estacionario). 

La prueba del teorema está completa. 

3 2 EJEMPLO 1. Verificar que la función f ( x )  = x  - 2 x  - x  + 2 cumple las condiciones 

(11, (2) y (3) de la hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-l,2] y ha- 

llar todos los puntos c  tales que f '(e) = O y -1 < c  c 2. 

SOLUCION. Puesto que f ( x )  es una función polinomial, es continua y diferenciable 
en todo punto x. Luego f (x )  satisface las condiciones ( 1 )  y (2) del teorema de Rolle 

en el intervalo [-l, 21. 

Puesto que f (-1) = O = f ( 2 )  , esta función tambibn satisface la condición (3). 
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Luego por el teorema de Rolle existe un punto c tal que 

f l ( c ) = O  y - l < c < 2 .  

Las raíces de la ecuación f ' ( x )  = 3 x 2  - 4 x  - 1 = O son 

y estos dos valores se encuentran en el intervalo abierto ( - $ 2 ) .  

2 t 47 
Así, f ' ( c )  = O para c = - . 

2 

EJEMPLO 2. Sea f ( x )  = ( x  + 2 )  ( x  + 1) ( x  - 3 )  ( x  - 4 )  . Probar que la ecuación f ' ( x )  = O 

tiene tres raíces reales. 

SOLUCION. Puesto que f ( x )  es una función polinomial, es continua y diferenciable 
en todo x. Además se tiene f ( - 2 )  = f (-1) = f (3) = f (4) = O evaluando directamente en 

la función dada. Luego se cumple el teorema de Rolle para la función f ( x )  en cada 
uno de los tres intervalos cerrados [-2, - 11 , [-l., 31 , [ 3 , 4 ] .  

Por lo tanto, por el teorema de Rolle, 

existe c, tal que f'(c,)=O y -2<c,  < -1  , 
existe c2 talque f f ( c2 )=0  y -la2 < 3  y 

existe c3 tal que f '(c,) = O y 3 < c2 < 4 , 

Luego la ecuacihn f '(x) = O tiene tres raíces reales x  = c,, c2 , c3. 

10.2 TEOREMA DEL VALOR MEDIO. 

Sea f (x) una funci6n tal que 

(1) es continua en el intervalo cerrado [a,b] , 
(2) es diferenciable en el intervalo abierto (a, b) . 
Entonces existe un número c tal que a < c < b y 



Interpretación geometrica. 

En algún punto P 
de la curva sobre 
el intervalo abier- 
to (a, b )  la recta 
tangente T es pa- 
ralela al segmento 
AB. 

La figura muestra la gráfica de una función f(x)  que satisface las condiciones (1) y 
(2). El teorema del valor medio nos asegura que existe un número c  entre a  y b, tal 
que la recta tangente T a la curva f ( x )  en el punto P = (c, f ( c ) )  es paralela al seg- 

mento AB, que une los puntos A = (a ,  f ( a ) )  y B = (b,  f ( b ) ) ,  y cuya pendiente es 

f ( b )  - f ( a )  

b - a  

Nota. 

(1) La fórmula f ' (e)  = (b)  - (a)  tambien se escribe f (b)  - f ( a )  = f ' ( e ) .  ( b  - a )  
b - a  

(2) El teorema de Rolle aparece como un caso particular del teorema del valor medio. 
En efecto, si se tiene f ( a )  = f (b )  = O, entonces el teorema del valor medio nos da 

O 
f ' (c )  = - = 0, que es la conclusión del teorema de Rolle. 

b - a  

Para probar el teorema del valor medio nos valdremos del teorema de Rolle que ya 
ha sido establecido en 10.1 . 

PRUEBA DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO. 

Definimos la función F(x)  mediante la ecuación 

y demostraremos que esta función satisface las tres condiciones de las hipótesis del 
teorema de Rolle: 
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i )  La función F ( x )  es continua en el intervalo cerrado [a,b],  ya que f ( x )  es 

continua en [a. b] (por la hipótesis ( 1 ) del teorema) y - f ( a )  - f (b) - f ( a )  ( x  - a) 
b - a  

es continua en [u.b] (por ser una función polinomial en la variable x) 

ii) La función F ( x )  es diferenciable en el intervalo abierto (a ,  b )  , ya que 

f ( x )  es diferenciable en (a ,  b )  (por la hipótesis (2) del teorema) 

(b) - ( a )  ( x  - a )  es diferenciable en (a ,  b )  Y - f ( a ) -  b - a  

(por ser una función polinomial en la variable x )  . 

iii) F ( a )  = F(b) = O , pues 

f ( b ) - f ( a )  . ( a - a )  = O F(a) = f (4 - f (4-  b - a  

Así, F ( x )  cumple las tres condiciones de la hipótesis del teorema de Rolle, y por lo 

tanto, existe un número c  tal que F  ' ( c )  = O y a  < c  < b  . 
Luego, derivando ambos miembros de (*) y evaluando en x = c resulta 

O = Ff(c)  = f ' (c)  - f (b)  - f ( a )  (1) 
b - a  

1 

pues ( f  ( a ) )  = O ya que f ( a )  es constante. 

Y, finalmente, despejando f ' (e )  obtenemos f '(c) = (b' - (a) , para algún c tal 
b - a  

que a < c < b .  

Y esto es lo que queríamos demostrar. 

EJEMPLO 1. Verificar que la función f ( x )  = x  - x3 cumple la hipótesis del teorema del 

valor medio en el intervalo [-2,1] y hallar los valores c  tales que f ' ( c )  = f (1) - f (-2) 
1 - (-2) 

y - 2 < c < l .  

SOLUCION. Puesto que f ( x )  es una función polinomial es continua y diferenciable 
en todo x, en particular lo es en el intervalo dado. 



Hallamos las raices de la ecuación. 

f ( 1) - f (-2) 0 - 6  
O 1 - 3 x 2 = - =  - 2  luego x = f l .  

3 

De donde c = -1 es el único valor que cumple -2 < -1 < 1. 

EJEMPLO 2. Usando el teorema del valor medio probar la fórmula 

cos(x+h)-cosx = - h s e n c ,  paraalgúnc talque x < c < x + h .  

SOLUCION. La función cos x es continua y diferenciable en todo x y podemos apli- 
car el teorema del valor medio a esta función en el intervalo cerrado [a,b] donde 
a = x,  b = x + h.  Se tiene entonces que existe un número c tal que a < c < b y 

cos b - cos a = cosf(c). (b - a )  o cos (x + h) - coa x = - sen (c) . h = - h sen (c) . 

EJEMPLO 3. Sea f (x) una función continua en el intervalo cerrado [a, b] y f '(x) = 1 

en a < x < b. Probar que f (x) = f (a) + x - a para todo x en [a, b] . 

.SOLUCION. Fijemos x tal que a < x S b . Entonces la función f (x) cumple la hipb 
tesis del teorema del valor medio en el intervalo cerrado [a, b] , y por lo tanto, existe un 
número c tal que 

f(x) = f (a)+ fl(c).(x-a) = f ( a ) + x - a  (pues f '(c) = 1) 

Por otra parte, cuando x = a la igualdad se verifica evidentemente. 

Asi, se tiene f (x)= f ( a ) + x - a  en a < x < b .  

10.2.1 TEOREMA DE TAYLOR 

Sea f (x) una función y n es un entero positivo tal que 

1) f n l ( )  continua en el intervalo [a, b] 

y 2) existe f (l'(x) en el intervalo (a, b) 

Entonces existe c en (a, b) tal que 

("-1) 

f (b) = f (a) + - f '"' (c) (") (b - a)"-' + - (b - a)" 
l! (n - l)! n! 
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Nota. 

1. Si n = 1, el resultado implica el teorema del valor medio. 

2. El teorema establece que el valor de f (b) puede ser aproximado por 

f "'(a) P(b) = f(a) + - + ... + 
1 ! (n - l)! 

y que la diferencia f(b) - P(b) puede ser estimada en términos de la fUnci6n 

f'"'(x). 

10.3 TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZADO. 

Sean f ( x )  y g(x) dos funciones tales que 

(1) son continuas en el intervalo cerrado [a, b] , 
(2)  son diferenciables en el intervalo abierto (0.6) y 

Entonces existe un número c entre a y b tal que 

Nota. 

(1)  Este resultado constituye, en verdad, una generalización del teorema del valor 
medio (teorema 10.2). En efecto, la fórmula anterior es la conclusión del teorema 
del valor medio si ponemos g(x) = x , pues entonces resulta g'(c) = 1 , g(b) = b 

Y &?(a) = a 

(2)  Observamos que la hipótesis g'(x) t 0 implica g(b) - g(a) + 0 ,  pues por el teo- 
rema del valor medio 

yaque gf(d)#O y b + a .  

PRUEBA. Aplicamos el teorema de Rolle a la nueva fÚnci6n 



Tenemos h(a) = h(b) = O y 

h' (x)  = [ f (b) - f (a) ] .  gt(x) - [g(b) - g(a)] f ' (x)  

Luego existe un número c  entre a y b  tal que 

h'(c) = 0 o [ f  (b)  - f ( a ) ] .  g'(c) - [g(b)  - d a ) ]  - f ' (c)  = O 

de donde 

que es lo que queríamos demostrar. 

R 3X 
EJEMPLO. Si f ( x )  = sen x y g(x) = cos x , hallar todos los números c  entre - y - 

4 4 

f '(4 f ($) - f (a) tales que - =  

SOLUCION. Resolvemos la ecuación 

cos X J2-Jz 
2 2  - = o 

-sen x (+) - (9) 
o ctgx = o .  

X X 
Luego x = - +. nn , donde n = O, f 1, e, . . . , de los cuales solamente - se encuentra 

2 2 
x  3 x  

entre - y - . 
4 4 
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10.4 TEOREMA DE LA FUNCION CONSTANTE. 

Sea f (x) una función continua en el intervalo cerrado [a ,  b] . Entonces f ' ( x )  = O en 
a e x  e b si y sólo si f ( x )  = C , donde C es una constante. 

PRUEBA. 

(1) Supongamos que f ' ( x )  = O en a  < x  e b . Probaremos que f ( x )  = f (a) =constante, 

para todo x  en [a, b] . 
En efecto, si x  es un número tal que a e x  á b la función f ( x )  satisface las 
condiciones (1) y (2) del teorema del valor medio en el intervalo [a,x] , y por lo 
tanto, existe un número c  tal que 

f ( x ) - f ( a ) = f f ( c ) ( x - a ) ,  a < c < x  

Puesto que por hipótesis se tiene f '(e) = O , resulta 

f ( x ) -  f ( a )  = O.(x-a)  

O f ( x )  = f (a)  9 

que es lo que queriamos demostrar. 

(2) Recíprocamente, si f ( x )  = C =constante, entonces sabemos que f ' ( x )  = O. 

10.4.1 TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE. 

Sean f ( x )  y g(x )  dos funciones diferenciables en el intervalo cerrado [a, b] . Enton- 
ces f ' ( x )  = g ' ( x )  en a  e x  e b si y sólo si f ( x )  = g ( x )  + C , donde C es una constan- 
te. 

PRUEBA. 

(1) Si f ' (x )  = g  ' (x )  en a  < x  < b , entonces 

y por el teorema de la función constante f ( x )  - g ( x )  = C = constante. 

(2) Si f ( x )  = g(x )  + C ,  donde C es una constante, entonces derivando resulta 

f '(4 = g' (x)  



Nota. El teorema de la diferencia constante tiene un carácter fundamental en el Aná- 
lisis MatemBtico, especialmente en: 

(1) la noción de la integral indefinida o antiderivada, 

(2) la conexión que existe entre la integral indefinida y la integral definida, y 

(3) la resolución de ecuaciones diferenciales. 

EJEMPLO. Hallar una función y = y(%) tal que 

SOLUCION. 

Luego, por el teorema de la diferencia constante 

= + ( ~ ~ + 2 ~ + 5 ) ' ~  + c , donde C es una constante. 

Puesto que y(1) = 0, haciendo x = 1 calculamos el valor de C 

0 = + ( 4 ) + C ,  dedonde C=-3. 

10.5 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA l .  Para la función f (x) = 4x3 + 12%' - x - 3 determinar tres intervalos 
[a,b] tales que se cumplan las condiciones (1) , (2) y (3) del teorema de Rolle. Luego 
hallar un número c en cada intervalo abierto (a, b) tal que f ' ( c )  = O . 

SOLUCION. Puesto que f(x) es una hnción polinomial, las condiciones (1) y (2) 

del teorema de Rolle se verifican sobre cualquier intervalo cerrado. 

Por simple inspección vemos que x = -3 es una raiz de la ecuación 

Porlotanto 4 x 3 + 1 2 x 2 - x - 3 = ( x + 3 ) ( 4 x 2 - l ) = O ,  

y las otras raices son x = f + . 
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Luego la condición (3) del teorema de Rolle se cumple en cada uno de los intervalos 
cerrados 

[-3, - +] , [-3, +] , [- 3 ,  +] 
Resolviendo la ecuación f ' (x)  = 12x2 + 24x - 1 = 0 

'6-m - 2-01 y xt = + r 0.04 . se obtienen las raices xl = - = 6 

Luego x ,  se encuentra en los intervalos abiertos (-3, - +) y (-3, a ) ,  y cumple 

f l ( x l )  = o ,  

x, se encuentra en los intervalos abiertos (-3,#) y (- 4, #) , y cumple 

f ' ( x ~ )  = O .  

PROBLEMA 2. Probar que 3'G < 1 + 5 para x > O y n = 2,3, ... 
n 

SOLUCION. Tomemos f (x )  = d= . 
Aplicando el teorema del valor medio a la funci6n f ( x )  en el intervalo [O, x ] ,  vemos 
que existe un número c entre O y x tal que 

Luego 



AdemBs,de c>O sesigueque l + c > l ,  (1 + e)"-' > 1, 

y por lo tanto el segundo miembro de (A) es menor que xln . 
x 

Asi resulta d G  e 1 + - , que es lo que queríamos demostrar. 
n 

PROBLEMA 3. Sea f ( x )  una función dos veces diferenciable sobre un intervalo abier- 

to. Probar que si f ( a )  = f (b)  = f ( c ) ,  donde a  < b < c  son tres puntos del intervalo, 
entonces existe un número d entre a  y c  tal que f " ( d )  = O .  

SOLUCION. Aplicamos el teorema del valor medio a la función f ( x )  en los intervalos 
cerrados [a,  b] y [b, e] sucesivamente. Entonces tenemos 

O = f ( b ) - f ( a )  = f f ( c , ) ( b - a ) ,  paraalgún c, entre a y b ,  

O = f ( c ) - f ( b ) =  f 1 ( c 2 ) ( e - b ) ,  paraalgún c2 entre b y e, 

de donde f '(e,) = f '(e,) = O , con a < e, < b < e2 < e  . 
Y de nuevo por el teorema del valor medio, pero ahora aplicado a la función f ' ( x )  en el 

intervalo cerrado [c,, e,] , resulta 

O = f (c2)-  f'(c,) = f V ( d ) ( c 2  - e l ) , ,  para algún d  entre c1 Y c2 . 

Luego fV(d)=O y a < d < c .  

PROBLEMA 4. Usando el teorema de la diferencia constante resolver la ecuación dife- 
rencial 

1 

2 3 SOLUCION. Tenemos y' = 2 cosx + 3x  - 1 = (2senx + x  - x )  , 

luego por el teorema de la diferencia constante (10.4.1) 
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donde C es una constante. Para hallar C evaluamos esta condición cuando x = O 

PROBLEMA S. Probar que sen x S x para todo x 2 0 . 

SOLUCION. Para x = O se cumple O = seno 5 O . 
Supongamos pues que O c x . Aplicamos el teorema del valor medio a la función 
h(x) = senx - x en el intervalo [O, x] : Existe un número c tal que 

Y o < c < x .  
Pero de h(x) = sen x - x se sigue h(0) = O 

Y hf(c) = cose-1, y 
por lo tanto senx-x = (cosc-l)x<O , 
pues C O S C - 1 I O  y O c x .  
Asi resulta s e n x ~ x  paratodo x 2 0 .  

PROBLEMA 6. Si f(x) = x6'% x4l3 hallar todos los números e entre -8 y 8 tales 

que f ' ( c )  = 
f (8) - f (-8) 

8 - (-8) 

SOLUCION. Resolviendo la ecuación 

~ ( X V ~ ) ~  +4xy3 -3 = O , de donde 

Un simple cálculo muestra que solamente el valor con signo + se encuentra entre -8 y 
8 .  



PROBLEMA 7. Hallar un punto de la parábola y  = x2 en el que la recta tangenteaea 
paralela a la cuerda M, donde A = (1 1) y B = (3,9) . 

SOLUCION. Debemos resolver la ecuación 

y ' ( x )  = pendiente de Al3 

Luego x = 2 ,  y = 4 .  

PROBEMA 8. La función f ( x )  = q ( x  - 812 - 4 toma el valor cero f ( 0 )  = f ( 1 6 )  = 0  en 

los puntos extremos del intervalo cerrado [O, 161 . ¿Se cumple el teorema de Rolle 
para e ~ t a  hnción en [O, 161 ? 

XHUCION. Hallamos las rafces de la ecuación f ' ( x )  = O 

de donde vemos que la ecuación no tiene raices y, por lo tanto, no existe ningún núme- 
ro c tal que f ' ( c )  = O. 

Luego no se cumple el teorema de Rolle para f ( x )  en [O, 161 . Ello se debe a que no 
existe f ' ( x )  en x  = 8  , y por consiguiente, la función no satisface la condición (2) de la 
hihótesis del teorema de Rolle. 

PROBLEMA 9. Probar que la función tg x  es creciente en el intervalo abierto 
- ~ 1 2  < r < ~ 1 2  . Esto es, si - ~ 1 2  e x1 < x2 < n/2 , entonces tg x ,  < tg x2 . 

SOLUCION. Aplicamos el teorema del valor medio a la función tg x  en el intervalo ce- 
rrado x ,  S x  S x2 . Luego existe un número c entre x l  y x2 tal que 
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Ahora bien, secZ(c) > O y x, - x,  > O , y por lo tanto 

que es lo que queríamos demostrar. 

PROBLEMA 10. Probar que si f ' ( x )  t O para todo x,  entonces f ( x )  = O tiene a lo m8s 
una raiz. 

SOLUCION. Por reducción al absurdo, supongamos que f ( x )  = O tuviera al menos dos 
rafces, digamos x l  < x2 con f ( x ,  ) = f (x ,  ) = O. Entonces aplicando el teorema de Rolle 
encontraríamos un número c  entre x ,  y x2 tal que f ' ( e )  = O, lo cual es una contra- 
dicción. 

Por lo tanto f ( x )  = O tiene a lo m8s una raíz. 

2 PROBLEMA 1 l. Si f ( x )  = x 4  + 4 x  y g ( x )  = x  + 2 x  , encontrar todos los números c  

entre -1 y 2  tales que f ( 2 ) -  f ( - 1 )  - f ' ( 4  
- - S  

g ( 2 )  - 4 - 1 )  g ' k )  

SOLUCION. Resolviendo la ecuación 

2 1143 2x - 2 x  - 1 = O , de donde resulta x  = - . 
2 

Es f8cil ver que estos valores se encuentran entre -1 y 2  . 

PROBLEMA 12. Hallar un valor c  que cumpla las condiciones del teorema del valor 
medio generalizado para las fruiciones 

en el intervalo cerrado [O, 11 . 



SOLUCION. Resolviendo la ecuación 

2 x + 2  0-( -3)  f f ( x )  f ( l ) - f ( O )  o ,- - =  -- , de donde x = l / 2  . 
g ' (x )  g ( l )  - do) 2 x - 4  3 - 6  

Puesto que Y2 se encuentra entre O y 1, dicho valor cumple las condiciones del 
teorema del valor medio generalizado. 

PROBLEMA 13. Demostrar por medio del teorema de Rolle que la ecuación 

3 2 4x -6x  + 4 x - 1 = 0  

tiene al menos una raíz real en el intervalo abierto (O, 1).  

SOLUCION. En primer lugar, buscamos una función f ( x )  cuya derivada sea la función 

dada 4 x 3 - 6 x 2  + 4 x - 1 .  

Podemos tomar 4 3 2 f ( x ) = x  -2x  +2x  - x .  

Esta función es continua y diferenciable en todo punto x ;  y ademAs, cumple 
f ( O )  = f (1) = 0 .  Luego satisface la hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo cerra- 

do [O, 11 , y por lo tanto, existe un número c  entre O y 1 tal que 

f ' (c)  = o 

O sea 4c3 -6c2 +4c -  1 = 0  . 

Así, c es una raíz tal que O < c < 1. 

PROBLEMA 14. Demostrar que x3 + px + q = O no puede tener mds de una raíz real si 
p > o .  

3 SOLUCION. Supongamos que f ( x )  = x + px + q tuviera dos raíces reales x ,  < x2 . O 

sea f ( x l ) =  f ( x 2 ) = 0 .  
\ 

Entonces, por el teorema de Rolle, existiría un número real c  entre x, y x2 tal que 

f ' ( c )  = o . 

Pero 2 2 f t ( c )  = 3 c  + p  > O  si p > O  yaque c > O .  

Así, hemos obtenido una contradicción al haber supuesto que existen dos raíces reales. 

Por lo tanto la ecuación x3 + px + q = O no puede tener más de una raíz real si p  > O . 
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PROBLEMA 15. Usando el teorema de Rolle e inducción matemática, probar que todo 
polinoinio de grado n no puede tener más de n raíces reales distintas. 

n-1 SOLUCION. Sea p(x) = a,xn + a,-,x + . . . + a,x + a, un polinomio de grado n, 

donde a,, a,, . . . , a, son números reales y a, # O . 

. Por lo (1) Para n = 1 , se tiene p(x) = alx + a, , que posee una sola raíz x = -- 
al 

tanto se cumple el resultado para n = 1 . 

(2) Supongamos ahora, por inducción, que todo polinomio de grado n - 1, donde 
n > 1, tiene a lo más n - 1 ratces reales distintas. Probaremos entonces que 

p(x) = a,xn + ... + alx + a, no puede tener más de n mlces reales distintas. 

Procederemos por reducción al absurdo. Si p(x) tuviese n + 1 raíces distintas 

X 1  <X2 <". <xn  <xn+l : 

entonces se cumpliría el teorema de Rolle para p(x) en cada intervalo cerrado 

[x1, x2] , [x2,  x3] , ... , [xn,  x,+~] , y por lo tanto, existirían números cl, c2, ... 9 C n  

tales que 

f f (c , )=0 Y X l  < C1 < X 2  

x2 < c2 < x, 

. - 

de donde resultaría que el polinomio 

de grado n - 1, tendría n raíces distintas e,, e,, .,, , cn . 
Esto es una contradicción con la hipótesis inductiva de que todo polinornio de 
grado n - 1 no puede tener más de n - 1 raíces distintas. Concluimos, pues, que el 
polinomio p(x) de grado n tiene a lo más n raíces distintas. 

1 
PROBLEMA 16. Sea f ( x )  una función tal que f ' ( x )  = - para x > O y f (1) = 0 . Pro- 

X 

bar que se cumple f (xy)  = f ( x )  + f ( y )  . 



SOLUCION. Fijemos un y > O .  Sea u = xy . Entonces por la regla de la cadena tene- 
d d f  du 

mos - f ( u )  = - ( u ) - - ,  
dx du ak 

y por el teorema de la diferencia constante (10.4.1): 

f (xy)  = f ( x ) + C  

donde C es una constante. 
Haciendo x = 1 resulta f ( y )  = f ( 1 )  + C = C (pues f ( 1 )  = O), luego f(xy) = f ( x )  + f ( y )  
que era lo que queríamos demostrar. 

10.6 REGLA DE L' HOSPITAL. Evaluación de formas indeterminadas. 

Decimos que la función F(x) es indeterminada o toma una forma indeterminada en 
x = a si al evaluar F(x)  en a resulta una de las expresiones : 

o 00 - - 
9 , 0.00, m-m, o', m', 1". 

O 00 

Tales expresiones reciben el nombre de formas indeterminadas. 

EJEMPLOS. 

sen x O 
(1) La función - tiene la forma indeterminada - en x = O. 

X o 
(+ - 1) -2'3 a0 

(2) La función toma la forma indeterminada - en x = 1 . 
tg $x 00 

(3) La función secx - tg x toma la forma indeterminada 00-00 e n  x = x / 2  . 

(4) La función (1 + toma la forma indeterminada 1" en x = O . 

En muchos casos en los que una función F(x) toma una forma indeterminada en un 
punto a, es posible evaluar lim F(x) , o los límites laterales lirn F(x) , lim F(x) . 

x-a x-*a x-a-  

Por ejemplo, la regla de L'Hdspital, que pasamos a establecer, proporciona un método 
muy simple para calcular tales límites. 
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O 00 REGLA DE L'HOSPITAL A - Y - . 
O 00 

Teorema. Sean f ( x )  y g(x) dos funciones diferenciables en O c lx - al < S tales que 

(1) lim f ( x )  = l img(x) = O (esto es, cuando - f (a )  = -1 o , 
x+a x+a d a )  0 

(2) 1im f ( x )  lim g(x) = 00 
%+a x+a 

f (a )  (esto es, cuando - - - 4, 
d a )  m 

entonces 

f (4 f @(.) lim - = lim - , 
.-a g(x) .-.a gl(x) 

siempre que lim f'o exista. 
.+a gl(x) 

NOTA. 
O 00 

(1) Las pruebas de la regla de L'H&spital para cada caso - y - , se dan en los 
0 ,  

problemas resueltos 1 y 2, respectivamente. 

O 00 
(2) La regla de L'HGspital para las formas indeterminadas - y - , sigue siendo 

O 00 

válida si se consideran limites laterales o límites al infinito : 

f (4 f '(4 (2.1) lim - = l* - 
x-+ g ( x )  %-a gt(x) 

f (4 f '(4 (2.3) lim - = lim - 
x-+- g(x) #-.+m g'(x) 



O 00 
(3) Puede ocurrir que el cociente f'o de lugar a una h a  indeterminada - o - 

gt(x) O 00 

en x = a, entonces se aplica de nuevo la regla de L'HGspital 

siempre que lim f"0 exista. 
'+O gt'(x) 

En la práctica se aplica la regla tantas veces cuantas sean necesarias hasta obtener un 
cociente no indeterminado. 

3 2 x -2x - x + 2  
EJEMPLO 1. Calcular lirn 

x-1  x3-7x+6 

3 2 3 SOLUCION. Puesto que lirn x - 2x - x + 2 = O y lirn x - 7x + 6 = 0. 
x+ 1 x+ 1 

por la regla de L'HGspital tenemos 

3 2 2 x - 2 ~  - ~ + 2  3 ~ - 4 ~ - 1  -2 1 
lim = lim - - = - S  

x + l  x3-7x+6 X+I  3x2 -7 -4 2 

tg x - senx 
EJEMPLO 2. Hallar lim 

#+O x - senx 

SOLUCION. Tenemos 

2 tg x - senx sec x-cosx 
lim = lim 
%+O X-senx x+O 1-cosx 

2 2sec x . tgx+senx  
= lirn 

X+O sen x 

2 sec3 x + 1 
= lirn 

x+O 1 

(aplicando dos veces la regla de 
L'HGspital) 

(cancelando sen x ) 
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EJEMPLO 3. Hallar lim A . 
x-.o m ctg - 

2 

SOLUCION. Tenemos 

- 
2 O 

lim = ~ l i m  - = nlim ' ' ' ' (regla de L'Hospital para -) 
x+O m %+O x x+o 1 o 

ctg - 

ln sen 2x 
EJEMPLO 4. Encontrar lim ' 

x-0 ln senx 

SOLUCION. 

ln sen2(0) -m 
Tenemos lim - - -  , indeterminado. 

x-+o ln sen(0) -m 

m 
Aplicando la regla de L'HGspital para - 

m 

1 
(2 COS 2x) 

ln sen 2x 
lim = lim sen 2x 

1 "+O ln senx x-0 (COS x) 
sen x 

cos X o 
(regla de L'HGspital para -) 

x+O 2 COS 2% O 



OTRAS FORMAS INDETERMINADAS. 

LA FORMA INDECTRMINADA O x a. 

Si f ( x )  x g ( x )  toma la forma indeterminada O x a3 en x = a, o sea cuando 
lirn f ( x )  = O y lirn g ( x )  = a3 , entonces la transformación 
X+O X 3 0  

o a3 
convierte la forma indeterminada O x a3 en la forma - (o -) , y podemos aplicar la 

O 00 

regla de L'H6spital para calcular lirn f ( x )  x g (x )  . 
x+a 

X X  
EJEMPLO. Hallar lirn ( 1 - x )  tg- . 

x-i 1 2 

SOLUCION. Para x  = 1 se obtiene O x a , valor indeterminado. 

TUL: 1 - x  
Tenemos lim ( 1 - x )  tg- = lim - o 

(forma - ) 
x-* 1 2 x-1 ctg - o 

2 

-1 
= lirn 

2 
=-• 

- *  (-cosec2 :) (5)  " 

LA FORMA INDETERMINADA m-m. Si una función f ( x )  toma un valor indetermi- 
nado 00-00 en x = a y deseamos calcular lirn f ( x )  , a menudo es posible escribir 

x+a 

f ( x )  como un cociente de dos funciones transformando la forma indeterminada m-00 
O 00 

en una de las formas - o - , a las cuales podemos aplicar la regla de L'Hospital. 
O a 

1 
EJEMPLO. Hallar L = lim - 

2 ( i - J x )  
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SOLUCION. Si hacemos x = 1 en la función dada, resulta a-a, valor indeterminado. 

Tenemos L = lirn 
1 - 3 s + 2 &  

x + l  6(1-&)(1-~&) 

- X-213 + 3C -y2  
= lirn 

X+I  -2x-2/3 - 3x-42 + s X - Y 6  

-513 -312 gx  - 4 .  
= lirn 

1 
= -  

12 

FORMAS INDETERMINADAS 0'. lw , mO. 

Supongamos que deseamos calcular L = lirn f ( x ) ~ " )  en uno de los siguientes casos : 
x+a 

(1) f (u )=g(a )=O , que da el valor indeterminado f = 0' ; 

(2) f (a )  = 1 , g(a) = m , que da el valor indeterminado f (a)g") = 1" ; 

o (3 )  f ( a )  = m , g(a) = O , que da el valor indeterminado f = 00 . 

Tomando logaritmo natural tenemos 

(pues ln es una función 
continua) 

= lirn [g(x) . ln f ( x ) ]  = M . 
x-va 

El segundo miembro da lugar a una forma indeterminada O x 00, y el limite M puede 
evaluarse por la regla de L'H6spital. 

M Finalmente, L se obtiene tomando antilogaritmo natural L = e , o 

EJEMPLO. Hallar lirn ( l+kx)" .  
x-vo 



SOLUCION. Si hacemos x = O reulta 1" , valor indeterminado. 

Tomando logaritmo natural tenemos 

x-bo X ' x-bo 1 

Luego L = lim (l+h)" = eM =ek. 
x-bo 

10.7 PROBLEMAS RESUELTOS. 

o 
PROBLEMA 1. Regia  de L'H6spital para - . 

o 
Si f ( x )  y g(x) son dos funciones diferenciables en O < Ix - a1 < 6 tales que 
iim f ( x )  = lim g(x) = O , probar que 
x+a x-ba 

f (4 f '(4 lim - = lim - , 
.-a g(x) x-a gf(x) 

si el límite del segundo miembro existe. 

SOLUCION. Definimos f (a )  = g(a) = 0 y entonces ambas funciones son continuas en 
el intervalo abierto Ix - al < S . 

Dado cualquier x tal que Ix - al < S, por el teorema del valor medio generalizado, apli- 
cado a las dos funciones en el intervalo cerrado de extremos a y x ,  podemos encontrar 
un número c entre a y x tal que 

(pues f (a )  = g(a) = O ). 

Ahora bien, cuando x + a tenemos que c + a,  pues c se encuentra siempre entre a 
y x, y por lo tanto, tomando limites 
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f (4 lirn - - f ' (4 - lirn - 
.-a g(x) x-+a gf(c-)  

f ' (4 = lim - (por la observación anterior) 
c+a g f ( c )  

f (4 f '(4 Por lo tanto, si lirn f'o existe, tenemos que lirn - = lim - . 
x-)a gf (x)  .r-a g(x) x+a g'(x) 

al 
PROBLEMA 2. Regla de L'H6spital para - . 

m 

Sean f ( x )  y g(x) son dos funciones diferenciables en a < x < a + S tales que 

f ( x )  f ( X )  , si el límite del lirn f ( x )  = lirn g(x) = m  . Probar que lirn - = lirn - 
x+at x+a .-+a g(x) g f (x )  

segundo miembro existe. 

Nota. El resultado es igualmente válido (y la misma prueba sirve con las modifi- 
caciones obvias) si se reemplaza x -, a+ por x + a- y por lo tanto, también se cum- 
ple cuando x + a,  que es la versión que hemos dado en el enunciado del teorema de la 
sección 10.6, asumiendo la condición (2) en la hipótesis. 

f '(4 SOLUCION. Sea L = lirn - . 
.+a g' (x)  

Entonces existe x ,  > a Gil que a < c < xl implica 

El número x ,  permanece fijo en el argumento que sigue. 

Si a < x < x ,  aplicamos el teorema del valor medio generalizado a las funciones f ( x )  y 

g(x) en el intervalo cerrado [ x ,  x , ]  y encontramos así c entre x y x,  tal que 

de donde resulta 



siendo h(x) = l - 4 x 1  )/g(x) 

1 - f (x1 )/f (4 
Nótese que h(x) satisface lim h(x) = 1 , 

x+a 

ya que f (x) y g(x) tienden a +oo , cuando x -t a+, y f (x,) y g(x,) son constantes. 

Usando (2) tenemos ahora 

De (1) se tiene y por(3)existe S, > O  tal que a < x < a + 8 ,  implica 

Finalmente, si tomamos S = min {x, -a, S,} y empleamos (1) y (4) , vemos que 
a < x < a + 6 implica 

1-x 
PROBLEMA 3. Hallar lim 

x+ 1 X X  
1- sen- 

2 

o 
SOLUCION. Si sustituimos x = 1 obtenemos -, valor indeterminado. Por la regla de 

o 
o 

L'HGspital para - tenemos 
O 

1-x -1 
lim = lim = OO. 
x+ 1 X m x+l -- X 

1- sen - cos - x 
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tg 3x 
PROBLEMA 4. Calcular lirn - . 

x-0 tg 5x 

tg 3x 3 sec2 3x 3 
SOLUCION. Tenemos lim - - - lim = - .  

%-+o tg 5x %-+o 5 sec2 5x 5 

PROBLEMA S. Calcular lirn (1 - cos x) ctg x 
x-o 

SOLUCION. Haciendo x = O obtenemos O x oo , valor indeterminado. 

1- COS x 
Tenemos lim (1-cosx)ctgx = lim - 

%-+O x+o tg x 

sen x 
= lirn - 

2 (Regla de L 'Hospital ) 
%+O sec x 

a PROBLEMA 6. Hallar lirn xn sen - , n > O y a > O. 
x+m x 

SOLUCION. Tenemos 

a 
sen - 

n a X lirn x sen - = lim - 
x+m X x+m 1 - 

xn 

cm 0.  (-5) 
= lirn x 

-n-1 
%-+m n.x 

o 
( Regla de L'H8spital para - ) 

O 

a 
cos - si n = l  

a 
= - lim X = 

n *+m 1 si n > I  
xn-l 



1 
PROBLEMA 7. Hallar lirn [y - $1 

%-+O sen x 

SOLUCION. Si hacemos x = O obtenemos a- a, valor indeterminado. 

Tenemos 

1 2 2 x - sen x 2 x  - 2 sen xcos x 
lim [T - $1 = lim 2 2 = lim 
%+O sen x ' - 0  x sen x %+o 2 x s e n 2 x + 2 x 2 s e n x c o s x  

2 x  - sen 2x 
= lirn 

2 
%+O 2 x s e n 2 x + x  sen2x 

2 - 2cos 2x 
= lirn 

%+o 2 sen2 x + 4x sen 2x + 2% cos 2x 

4 sen 2x 
= lirn 

%-o 6sen 2x + 12x cos 2x - 4x2 sen 2x 

8 COS 2x 
= lirn 

8 1 
= y = - .  

%+O 24 cos 2x - 32x sen 2x - 8x2 cos 2% 24 3 

X-a 
PROBLEMA 8. Hallar lim - n A . 

%-+a x -a 

O 
SOLUCION. Para x = a obtenemos el valor indeterminado - . 

O 

Luego 
x - a  1 - - 1 

l i m r = l i m  n-l 
x+a x -0 x+a n x x n-1 n x a  

t g x - x  
PROBLEMA 9. Calcular lirn 

%+O x -sen x 

SOLUCION. Tenemos 

t g x - x  2 sec x - 1 2 sec2x tg x 3 
lim = lim = lim = lim 2sec x = 2 .  
*+O x -sen x *+O 1- cÓs x x - 4 0  sen x x+O 
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3 2 2  3 x -ax - a  x + a  
PROBLEMA 10. Hallar lim n n 

o 
SOLUCION. Para x = a resulta - , valor indeterminado. 

o 
Tenemos 

2 2  3 2 2 2 2 2  x3-ax - a  x + a  3x -2ax-a 3a -2a -a 
lim = lim - = O .  - 
x - b a  2 2 x - a  X + ~  2x 2a 

PROBLEMA 1 1. Hallar lim 
\116x-x4 - 2 

r 

O 
SOLUCION. Si x = 2 resulta - , valor indeterminado. 

o 
Tenemos 

, / 1 B x - - 2 ~  (16x - x')-'~. (8 - 2x3) - ( 4 ~ ) - ~  ($) 
lim = lim 
s-t2 2 4 2  x+2 (; x') 

tg x-sen x 
PROBLEMA 12. Calcular lim 3 -  

x+O sen x 

o 
SOLUCION. Para x = O resulta - , valor indeterminado. Tenemos 

o 
2 tg x-sen x sec x - cos x 2see2x.tgx + senx 

lim = lim = lim 
3 2 3 sen x x+O 3 sen2x cos x %+O 6 sen x cos x - 3 sen x 

2 sec3x + 1 3 1 
= lim = - = -  

%+o 6 coe2x- 3 sen2x 6 2 ' 

aplicando dos veces la regla de L'H8spital. 



X-sen x 
PROBLEMA 13. Hallar lirn 

x - 0  x3 

SOLUCION. Tenemos 

X-senx 1- COS x sen x cos x 1 
lim = lim = lim - = lim - = - 
x-bo x3  x-bO 3x2 x+O 6 %  z-bO 6 6 

2c0sx+xz - 2  
PROBLEMA 14. Hallar lirn 

x-bo 2~~ 

SOLUCION. Tenemos 

2cosx+x2 - S  -2sen x + 2x -cos x + 1 
lim = lim = lim 
x-bO zx4 x - + ~  €lx3 ~ - 0  1 2 % ~  

sen x COS x 1 
= lim - = lim - = - 

%+O 24x x+O 24 24 

PROBLEMA 15. Hallar los límites a los que tienden las raíces de la ecuación de 
segundo grado Ax2 + Bx + C  = O , si A  tiende a O y los coeficientes B y C 
permanecen constantes, B # O .  

SOLUCION. Las raíces de la ecuación son 

Luego lirn x, = m 
A+O 

-B + ,,/Ezz + ( B ~  - ~ A C ) - ' ~ .  ( - 4 ~ )  
lim x, = lim = lim 

(derivando respecto de A; B y C  permanecen constantes) 
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2 sec x  - 2 tg x  
PROBLEMA 16. Hallar lim 

x+' l+cos  4 x  
4 

SOLUCION. 

7l o 
Para x  = - resulta - , valor indeterminado. 

4  o 

Tenemos 

2 2 2 sec x  - 2 tg x  2sec x tg x-2sec x 
lim = lim 
x - 2  1+ cos4x n 

x+- -4 sen 4x 
4 4 

2 2 4 2 4 sec x  tg x + 2 sec x  - 2 sec x tg x 
= lim 

n 
x+- -16 cos 4~ 

4 

PROBLEMA 17. Sea un circulo con centro en (0,3) y ra- 

dio 3. 

En la figura se tiene: 
/4 

x  = arco A0 , 
y = ordenada del punto de intersección del eje Y 

con la  recta que pasa por (x,O) y A . 
Hallar la posición límite de y cuando x se aproxima a 
cero. 

SOLUCION. En la figura siguiente, por semejanza de 
triángulos tenemos 



Pero 

X 
AOCA en radianes = - 
- 3 

OR = y, 
- 
O P = x ,  

- - - 
QA = OC - AC cos 

Luego sustituyendo en (1) 

3 - 3 COS [i] 3 x - 3 x c o s ( ~ )  
Y - - - de donde Y =  
x x - 3 sen ('1 x - 3 sen ( 5 )  

Debemos hallar lim y , pues x se aproxima a O por la derecha. 
x+o+ 

O 
Haciendo x = O se obtiene - , valor indeterminado. 

o 
Tenemos 

3x - 3 x c o s ( ~ )  3 - 3 cOs (t ) + x sen ( f ) 
lim y = lim = lim 

%+o+ x+o+ 
x - ( z )  #+O+ 1 - coa (;) 

= lim 
x+o+ 1 sen (5) 

3 

lim 
%+O+ 

[S) - sen [S) 
2 cos [i) 
9 
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tg 3% PROBLEMA 18. Hallar lirn - . 
x - 2  t gx  

2 

IC 00 
SOLUCION. Si x = - resulta - , valor indeterminado. 

2 00 

Luego tenemos 

tg 3x sen 3x cos x 
lim - - - lim - x - = [ lim - 'en'x] x [li; E] 
x+Z tg x x j Z  sen x cos3x x+- sen x x+2 COS 3x 

2 2 

cos x sen x 
= - lim - - 1 1  - -lim - = -- = -  

x + L  C O S ~ X  x - 2  3sen 3x -3 3 
2 2 

PROBLEMA 19. Calcular lirn (1 - tg x) sec 2x . 
x - 2  

4 

a 
SOLUCION. Haciendo x = - se obtiene O x ao , valor indeterminado. 

4 

Tenemos 

1- tgx  lirn (1 - tg x)sec 2r = lirn - - -sec2 x 2 - lirn 
x-b- tos 2% 

4 4 
-2sen2x = 2 = 

4 

X X  PROBLEMA 20. Encontrar lirn (a2 - x2) tg . 
X-DQ 

SOLUCION. Para x = a resulta O x ao , valor indeterminado. Tenernos 

m a" - x" 
iim (a2 -x2) tg- = lim - 
x+a 2a %+a XX 

ctg - 

-2x 2a 
= lim = - -  

4a2 - -  
X 

X-+a -- 2 m  X cosec - 
2a 

-(l) " 
2a 2a 



x + l n x  
PROBLEMA 2 1. Hallar lim 

%+m X ln x 

oo 
SOLUCION. Para x =m tenemos - , valor indeterminado. Luego 

oo 

1 
1 + -  

x + l n x  
lim = lim 

1 
X = - -  - o .  

x+m x ln x %+m I o o  lnx + x.- 

PROBLEMA22. Hallar lim x s e n o .  
%+m X 

SOLUCION. Para x = a, obtenemos ao x 0 , valor indeterminado. 

Tenemos 

a 
a sen - 

- lirn lim x sen - = lim 4 - = a .  

PROBLEMA 23. Encontrar 

SOLUCION. Para x = O resulta oo - a, valor indeterminado. 

Tenemos 
2 

2 2 (1 - cos x) 2 sen2x (1 - COS x) 
l ] = lim = lim !-- [a - 1 - cos x x-o sen2x (1 - cos x) x-0 sen2x (1 - cos x) 

1- COS x sen x cos x 
= lirn 

1 = lim - = lim ---- = - 
%+O sen2 x %-+O sen 2x X-+O 2 cos 2% 2 

PROBLEMA 24. Hallar 

SOLUCION. Para x = O resulta oo - m , valor indeterminado. 
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Tenemos 

tgx-x  2 sec x-  1 
lim [$ - A] = lim - = lim 
x+o x tgx  .+o x 2 t g x  x+o 2xtgx+x2sec2x 

2 1-COS x 2 1-COS x 
= lim = lim 

%-+O 2% sen x cos x + x2 %-+O x sen 2x + x2 

sen 2x 2 COS 2x 
= lim = lim 

%+O sen2x+2xcos2x+2x x-0 4 c o s 2 ~ - 4 x s e n 2 ~ + 2  

PROBLEMA 25. Hallar lim (1 + sen x)'' ' . 
x-O 

SOLUCION. Para x = O obtenemos 1" , valor indeterminado. 

Escribimos y = (1 + sen x)" . Tomando logaritmo natural tenemos 

l n y  = ctgx.ln(l+senx) 
4 

1 
ln(l+sen x) l+sen  x (COS x) i% l n y  = lim ctgx.ln(l+senx) = $ii 

x - b o  tg x 
= lim = 1. 

x-o sec2x 

liy in y 
Luego lim y = e .-+ = e l = , s  

x - b o  

PROBLEMA 26. Encontrar lim [lrX. - 
x+O X 

SOLUCION. Para x = 0 resulta ooo , valor indeterminado. 

Sea 



Tenemos 

l n x  lim ln y = lim sen x  In (;?) = - l i i  sen x  ln x = - lim - 
X+O X+O X+O C O S ~ C  x 

1 
x sen2 x  sen x  = - lim = lim - = lim ( - ) ( tgx)= l(0) = O .  

' + O  -cosec x ctg x X - ~ O  x cos x ' - + O  

lim In y 
Luego lirn y = e = e0 = 1. 

.K+o 

PROBLEMA27. Hallar lirn x  
[&) 

SOLUCION. Para x  = O se obtiene 0' , valor indeterminado. 

3 1 
3  

- 
Sea y = x .  . Tenemos lim ln y = lim - l n x  = 31im X = 3. 

X+O X+O 4 +  ln x X+O 1 - 
X 

Luego lirn y = e3. 
x - b o  

lrx 

PROBLEMA 28. Hallar lirn (2 - x ) @ ~  
x + l  

SOLUCION. Si x = 1 se obtiene 1" , valor indeterminado. 
m 

Sea y = (2 - x )  2. Tenemos 
1 

m ln (2 - x) lirn ln y = lirn tg - ln (2-x) = lirn 
- (-1) = l i m  2-x  2 =-• 

x+ 1 x-bl 2 x+ 1 X X  x - b l  
-cosec2(~) .  (H) n ctg 7 

Luego lim y = ew" . 
x+ 1 

1 

PROBLEMA 29. Hallar lirn (e2' + 3 x ) z  . 
x - b o  

SOLUCION. Para x = O resulta 1" , valor indeterminado. 
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1 

Sea y = (e2' + 3 x ) z  . Tenemos 

1 2 x  5 
lim In y = lim - ln (e2' + 3x) = lim e + 3x = - . 
'+O %+O 4x x+o 4 4 

Luego lim y = e  614 

x - t o  

PROBLEMA 30. Hallar lim x '-" 
x+ 1 

SOLUCION. Tenemos la forma indeterminada 1" cuando x = l. 
1 - 1 

Sea y = x l.-'. Luego lim ln y = lim - Yx lnx = lim - = - 1  
'-+ 1 x + l  1-X x-1 -1 

y por lo tanto lim y = e-'. 
x+ 1 

PROBLEMA 3 1. Probar el teorema de Taylor (10.2.1) 

SOLUCION. Definimos el polinomio P(x)  de grado n - 1 mediante 

( 1 )  (n-1) 

( a ) ( x - a )  + ... +-(x-tz)fi-l  P (x )  = f ( a )  + - 
1 ! ( n  - l)! 

y la fiinción g(x)  = f(x)  - P ( x )  - ~ ( x - a ) " ,  a S x S b 

en donde M es elegido de manera que g(b)  = O ,  esto es 

M = f (b )  - P(b) 
( b  - a)" 

Despejendo f (b) de (2 )  se tiene 

f ("'(e) y debemos probar quie existe c en (a ,  b )  tal que M = - . 
n! 



Usando las hipótesis, 1) y 2) se sigue que para k = 1, ... , n - 1 son continuas las 
derivadas 

g 'kJ (x )  = f ( k ' ( x )  - plk'(x)  - k! M ( x  - aln-' 

en [a,  b] y existe g'") ( x )  = f ( x )  - n! M , en (a ,  b)  . 

Además, de P(a)  = f ( a )  , . . . , p ( n - l l ( a )  = f ( n - l )  ( a )  , se tiene 

Puesto que g(a)  = g(b) = 0 ,  por el teorema de Rolle, existe b, en (a ,  b )  tal que 
( 1) ( 1 )  g'l '(bl) = O. Ahora usamos g ( a )  = g (b,) = O y otra vez el teorema de Rolle para 

hallar b2 en (a ,  b,) tal que g(2'(b2) = O .  Repitiendo este proceso n veces, 
( n )  encontramos c  = b,, en (a ,  bn-,) tal que g (c )  = O .  

Puesto que a 5 c  = bn < bn-, < ... < b, < b  , el número c  se halla en el intervalo 

( n )  f ( n ) ( c )  , lo que prueba el (a ,  b)  , y de O = g(n' (c) = f (n) - n! M se tiene M = - 
n! 

teorema de Taylor. 

PROBLEMA 32. Si f ( x )  tiene derivadas de todos los ordenes que son acotadas por K 
en el intervalo (a ,  b), esto es, se cumple 

1 f ( n ) ( x ) (  < K para todo x  en (a ,  b )  y n entero i O, 

n ' x  ( x  - x O n  , para todo x  en (a ,  b )  y x0 ~ ( a ,  b)  , probar que f ( x )  = - 
n=O n! 

es decir f ( x )  es la suma de la serie del segundo miembro (llamada serie de Taylor de 

f en xo). 

( 1) 

( X O )  + *.. + 
f 

SOLUCION. Sea sn = f (x ,  ) + - ( x  - 
l! (n - l)! 

Por el teorema de Taylor 1 f ( x )  - S ,  1 = I X - X ~ ~ "  , 
n! 

para algún c entre x  y xo . 
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IX-x0 1" 
Luego 1 f (x) - sn 1 < K 

y como la sucesidn del segundo miembro tiende a cero cuando n.+m se sigue 
f (x) = lirn sn , y por lo tanto la serie es convergente y su suma es f (x) . 

n-tm 

X 
PROBLEMA 33. Probar que sen (x) = 2 (-1)" , para todo x. 

n =O (2n + l)! 
SOLUCION. 

Si n = 2 m ,  sen'"'(x) = (-1)" sen (x) ; 

( n )  y si n = 2m + 1 , sen (x) = (-1)" cos (x) ; 

luego se cumple Isenn(x)l < 1, para todo x y entero n L O . 

y por el problema 32, con xo = O , se tiene 

m (X - m (2m+ 1) 

- C (-1)" x 
X 

sen (x) = sen("'(0) --- - 
n=O n! "=O (2m + l)! 

(n  pues (O) = O si n es par, y sen (O) = (-I)" , si n = 2 m + i . 

10.8 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PROBLEMA 1. Hallar lirn 
J3' - 412-x 

1-3 2x  - 3 , / m  ' 

PROBLEMA 2. Hallar lirn ln sen x 
x - + ~  (n - 2 ~ ) ~  ' 

2 

PROBLEMA 3. Hallar lirn 
tg x + sec x - 1 

%-'O t g x - s e c x + l  

PROBLEMA 4. Hallar lirn 
x cos X-sen x 

x-to x3 

PROBLEMA 5. Hallar lirn xX . 
x-to 



ILT 

PROBLEMA 6. Hallar lim (1 - x)cOaT . 
x+ 1 

PROBLEMA 7. Calcular lim (sec 5 x  - tg x )  . 
z 

PROBLEMA 8. Encontrar lim 
1 

PROBLEMA 9. Calcular lim (cos 2)JX2 . 

x 2 - 4  scx PROBLEMA 10. Encontrar lim - tg q . 
x+2 x2 

RESPUESTAS. 

l. 8/69 2. -l/8 3. 1 4. -y3 
6. 1 7. 00 8. 00 9. ea 

10.9 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES. 

Definición. 

(1) Decimos que una función f ( x )  es creciente en un intervalo si se cumple que 

f ( x 1 ) < f ( x 2 )  "mp>.eque x1 < x 2  , 

donde x ,  y x2 son dos números cualesquiera en el intervalo. 

(2) Decimos que una función f ( x )  es decreciente en un intervalo si se cumple que 

f ( x ,  ) > f ( x 2 )  siempre que x ,  < x2 , 

donde x l  y x2 son dos números cualesquiera en el intervalo. 

Asi, la función f ( x )  es 

creciente, si los valores de f ( x )  crecen a medida que la abscisa x  crece; y 

decreciente, si los valores de f ( x )  decrecen a medida que la abscisa x crece. 
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La figura muestra la gráfica de una función y = f ( x ) .  La curva es creciente en los 
intervalos cerrados [a, b] y [c, d ]  , y es decreciente en el intervalo cerrado [b,c] . 
Por supuesto existen funciones que no son crecientes ni decrecientes. 

TEOREMA. 

Sea f (x)  una función continua en el intervalo cerrado [a,b] y diferenciable en el 
intervalo abierto (a ,  b)  . Se cumple lo siguiente 

(1) Si f ' ( x )  > O para todo x  en (a ,  b)  , entonces f ( x )  es creciente en [a, b] . 

(2) Si f ' ( x )  < O para todo x  en (a ,  b)  , entonces f ( x )  es decreciente en [a, b] . 

PRUEBA. Sean x,  < x, dos puntos cualesquiera en [a,b] . 
Por el teorema del valor medio aplicado a la fiinción f (x)  en el intervalo cerrado 
[x,,x,] , existe un número c  entre x ,  y x, tal que 

(1) Si f ' ( x )  > O en (a ,  b) entonces en particular f ' ( e )  > O y como x2 - xl > 0,  el 
segundo miembro de ($1 es > O. 

Asi, f (x ,  ) - f (x,) > 0 o f ( x , )  < f (x ,  ) . Luego la funci6n es creciente. 

(2) Si f ' ( x )  0 en (a, b) entonces en particular f ' ( e )  < O y como x2 - xl > 0, el 
segundo miembro de (*) es <O. Asi, f ( x2) - f (x , )  <O o f ( x l )>  f (x2) .  Luego la 
función es decreciente. 



10.10 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA PARA EXTREMOS RELATIVOS. 

TEOREMA. Sea f ( x )  una función continua en el  intervalo abierto ( a , b ) .  Sea c un 

punto de ( a ,  b )  . Tenemos lo siguiente 

1) f ' ( x )  > O en todo punto de a < x < c y 
1. Si 

2 )  f ' ( x )  < O en todo punto de c < x  < b 

entonces f (c) es un valor maximo relativo de la función. 

1) f ' ( x )  < O en todo punto de a < x  < c y 

2)  f ' ( x )  > O en todo punto de c < x  < b  

entonces f ( c )  es un valor mínimo relativo de la función. 

La figura 1 muestra la gráfica de una función f ( x )  que cumple las condiciones (1) y 

(2) de L del teorema 10.10. 

La figura 2 muestra la gráfica de una función f ( x )  que cumple las condiciones (1) y 

(2) de 11. del teorema 10.10. 
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PRUEBA DEL TEOREMA. 

1. Por el teorema anterior tenemos que 

( 1 )  Si f ' ( x )  > O  en a < x < c , entonces f ( x )  es creciente en el intervalo 
a < x < c, luego se cumple 

f ( x ) <  f ( c )  en a < x < c  (A) 

y (2) Si f ' ( x )  < O  en c  < x  < b  , entonces f ( x )  es decreciente en el intervalo 
c  < x  < b ,  luego se cumple 

% f ( x ) > f ( c )  en c < x - < b  (B) 

De (A) y (B) se sigue que f ( x )  < f ( c )  para todo x  en el intervalo abierto (a, b )  . Y 
esto demuestra que f ( c )  es un valor máximo relativo. 

IL Si f ( x )  cumple las condiciones ( 1 )  y (2) de ( I I ) ,  entonces - f ( x )  cumple las 
condiciones (1) y (2) de I ,  y por lo tanto, gracias a ( I ) ,  -f ( x )  es un máximo relativo 
de la función - f ( x )  , esto es 

- f ( x )  S - f ( c )  para todo x  en ( a ,  b )  , 

f ( c ) ~ f ( x )  paratodo x  en ( a , b ) .  

Lo cual demuestra que f ( c )  es un mínimo relativo. 

REGLA PARA DETERMINAR LOS EXTREMOS RELAnVOS DE UNA FUNCION. 

Para determinar los extremos relativos de la función f ( x )  se procede de la siguiente 
manera: 

(1) Se halla f ' ( x )  . 
(2) Se encuentran los puntos críticos de la función, o sea aquellos puntos tales que 

f ' ( x )  = O o f ' ( x )  no existe. 

( 3 )  Se aplica el criterio de la primera derivada (teorema 10.10)  a cada punto crítico. 

EJEMPLO 1. Sea f ( x )  = x 3  - 6 x 2  + 9 x  + 2 .  Hallar 

( 1 )  los extremos relativos de la función aplicando el criterio de la primera derivada, 
(2) los valores de x  en los cuales ocurren los extremos relativos, 
( 3 )  los intervalos en los cuales la función es creciente, 
(4) los intervalos en los cuales la función es decreciente. 

Dibujar la gráfica. 



SOLUCION. Resolviendo la ecuación f ' ( x )  = 3 x 2  - 1 2 x  + 9 

resultan las raices x  = 1 , 3 .  

Por lo tanto f ' ( x )  = 3 ( x  - 1 )  ( x  - 3 )  . 
De (A) obtenemos la siguiente tabla 

EJEMPLO 2. Para la función f ( x )  = x  4 8 - .  Encontrar los extremos relativos apli- 
cando el criterio de la primera derivada y los intervalos en los cuales la función es 
creciente o decreciente. Dibyiar la gráfica de f ( x )  . 

SOLUCION. La función dada está definida solamente en aquellos puntos x  para los 
2 2 cuales 8 - x  2 0  o x  5 8 ,  estoes, - 2 & S  x  5 2 f i .  

x 

x < l  

x = l  

1 < x < 3  

x = 3  

3 < x  

f ( 4  

6 

2 

f ' ( x )  

+ 
O 
- 

O 

+ 

CONCLUSION 

f ( x )  es creciente 

f ( x )  tiene un valor mlximo relativo 

f ( x )  es decreciente 

f ( x )  tiene un valor mínimo relativo 

f ( x )  es creciente 
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Resolviendo la ecuaci6n 

resulta x = f 2  . 
Luego los puntos críticos son -2 f i  , -2  , 2  y 2  a. 

8 - 2 x 2  - 2 ( x + 2 ) ( x - 2 )  
~e f ( x ) = x J a - T  setiene f t ( x > = F =  JTi 

8 - x  8 x  
Obtenemos la siguiente tabla: 

CONCLUSION 

f ( x )  no esta definida 

f ( x )  es decreciente 

f ( x )  tiene un mínimo relativo 

f ( x )  es creciente 

f ( x )  tiene un mtiximo relativo 

f ( x )  es decreciente 

f ( x )  no está definida 

. f ' ( 4  

No existe 

No existe 
- 
O 

+ 
O 
- 

No existe 

No existe 

X 

x < - 2 &  

x = - 2 &  

- 2 & < x < - 2  
x  = -2 

- 2 < x < 2  

x  = 2  

2 < x < 2 f i  

x = 2 &  

x > 2 &  

f ( 4  

No. existe 

O 

-4 

4  

O 

No existe 



EJEMPLO 3. Sea 

Encontrar los extremos relativos de f ( x )  y los intervalos en los cuales es creciente o 
decreciente. Dibujar la gráfica de f ( x )  . 

SOLUCION. Observemos que la función dada es continua en todo punto x  donde está 
definida, a saber ( x  - 7 ) 2  5 100  de donde x  < 17  . 
Tenemos 

- 2 ( ~ + 5 ) = 0  O x = - 5  
Luego f ' ( x )  = O si y sólo si 

X - 7 = 0  O x = 7 ,  

y f ' ( x )  no existe en x =  -3 , -1 y 17.  

Por lo tanto, los puntos críticos de f ( x )  son -5 , -3 , -1 , 7 y 17 .  

De las expresiones de f ( x )  y f ' ( x )  obtenemos la siguiente tabla: 

x 

x < -5 

x  = -5 

- 5 < x < - 3  

x  = -3 
- 3 < ~ < - 1  

x = - 1  

- 1 < x < 7  

x = 7  

7 < x < 1 7  

x = 1 7  
1 7  < x  

f (4 

1 2  

8 

6 

10 

O 
No existe 

f ' ( x )  
+ 
O 
- 

No existe - 

No existe 
+ 
O 
- 

No existe 
No existe 

CONCLUSION 

f ( x )  es creciente 

f ( x )  tiene un máximo relativo 

f ( x )  es decreciente 

No hay valor extremo relativo 
f ( x )  es decreciente 

f ( x )  tiene un mínimo relativo 

f ( x )  es creciente 

f ( x )  tiene un máximo relativo 

f ( x )  es decreciente 

No hay valor extremo relativo 
f ( x )  no está definida 



Gráfica de f ( x )  . 

10.1 1 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EXTREMOS RELATIVOS. 

TEOREMA. Sea f ( x )  una función diferenciable en todo punto x de un intervalo 
abierto que contiene al punto c. 

Tenemos lo siguiente 

(1) si f ' ( c )  = O y f " ( e )  < O , entonces f ( c )  es un valor máximo relativo, 

(2) si f ' ( c )  = 0 y f " ( c )  > O , entonces f ( c )  es un valor mínimo relativo. 

Nota. 

1. La prueba del presente teorema se da en el problema 1 de la sección 10.14 de 
problemas resueltos. 

2. Si f '(e) = O y f "(c) = O , nada preciso puede coni1uirse acerca de si f (e) es un 
extremo relativo o no. 

Lo mismo sucede si f ' ( c )  = O y f " ( c )  no existe. 

EJEMPLO 1. Utilizando el criterio de la segunda derivada. Hallar los extremos relati- 
vos de la función 

Utilizar el criterio de la primera derivada, si no se puede aplicar el criterio de la 
segunda derivada. 



SOLUCION. 

1. Tenemos 

f y x )  = # ~ - ' ~ ( x - 4 ) ~  + 2xw3(x -4 )  = f ~ - ~ ~ ( x - 4 ) ( ~ - 1 )  . 

Luego f ' ( x )  = O si y sólo si x  = 1 , x  = 4  , y f ' ( x )  no existe en x  = 0 .  

y por lo tanto f u ( 1 ) < O ,  f H ( 4 ) > 0 .  

Por consiguiente, por el criterio de la segunda derivada, 

f (1) = 9 es un msximo relativo, 

Y f (4 )  = O es un mínimo relativo de la función dada. 

3. Nos falta determinar si f ( x )  tiene un valor extremo relativo en x  = O .  Puesto que 
f ' (O)  no existe, no podemos aplicar el criterio de la segunda derivada. 

Ensayamos el criterio de la primera derivada. Tenemos f ' ( x )  < O si x < O , y 

f ' (x )>O si O < x < l .  

Luego f (O)  = O es un valor mínimo relativo de la función. 

3 EJEMPLO 2. Hallar los extremos relativos de la función f ( x )  = x  - 12x + 1  . 

x 

x<O 

x=O 

O < x < l  

x = l  

x = 4  

SOLUCION. Tenemos 2 f ' ( x )  = 3x - 12 

Y f " ( x )  = 6x . 

Luego f f ( x )=O siysólosi x 2 - 4 = 0 ,  estoes x = f 2  , y 

f"(-2) = -12 , f " (2)  = 1 2 .  

CONCLUSION 

f ( x )  es decreciente 

f ( x )  tiene un mínimo relativo 

f ( x )  es creciente 

f ( x )  tiene un máximo relativo 

f ( x )  tiene un mínimo relativo 

f (4 

O 

9 

O 

f ' ( x )  
- 

No existe 
+ 
O 

O 

f " (x )  

- 
+ 



16 2 
EJEMPLO 3. Encontrar los extremos relativos de la función f (x) = - + x  . 

X 

SOLUCION. La función f ( x )  est6 definida y es continua en todo x t O. 

x 

-2 

2 

16 32 
Tenemos f '(x) = - 7 +2x y f"(x) = T + 2 .  

X X 

f '(x) 

O 

O 

f (x)  

17 

-15 

Luego f '(x) = O si y sólo si -16 + 2x3 = 0 , 
3 esto es x -8 = (x-2)(x2 + 2 x + 4 )  = O ,  

cuyas raíces son x = 2,  -1 f J-3 . Y la única raíz real es x = 2. 

f "(4 
- 

+ 

10.12 CALCULO DE EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS ARBITRARIOS. 

CONCLUSION 

f (x) tiene un valor máximo relativo 

f (x) tiene un valor minimo relativo 

Teorema 1. Sea f (x) una función continua en el intervalo arbitrario I. 
Si f (c) es un extremo relativo de f (x) en I y es el dnico, entonces f (e) es un extremo 
absoluto. Ademds se cumple 

7 

CONCLUSiON 

f (x) tiene un valor mínimo relativo 

x 

x = 2 

(1) Si f(c) es un máximo relativo, entonces es el valor máximo absoluto de la 
función en I. 

(2) Si f (c) es un mínimo relativo, entonces es el valor mínimo absoluto de la función 
en I .  

Nota. 

f (x)  

12 

1. La prueba del teorema se da en el problema 1 de la sección de problemas resueltos 
10.16 

2. Eri el enunciado del teorema suponemos que I puede ser un intervalo arbitrario, 
esto es, I puede tener una de las formas siguientes: [a, b], [a, b), (a, b), (-a, a ) ,  

f f (x )  

O 

(-m, a], (a, + m), [a, + a )  y (-a, + a), donde a e 6 son dos números reales. 

f "(x) 

+ 



Ahora consideramos una función continua f ( x )  en un intervalo abierto (a, b)  . 
Y suponemos que c,, c,, ... , c, son los únicos puntos crlticos de f ( x )  en el intervalo 

abierto, esto es, aquellos x  en los cuales f ' ( x )  = O o f ' ( x )  no existe. 

Sean M = mayor de los valores f (c, ) , . . . , f (c, ) , 

Y m = menor de los valores f (c,) , ... , f (c, ) 

Teorema 2. 

1. f ( x )  tiene un valor máximo absoluto en (a, b)  si y sólo si f ( x )  < M para todo x  

cerca de a  o b  , ( por ejemplo, si lim f ( x )  < M y lim f ( x )  < M ) , y cuando 
%-+a+ x+h- 

esto ocurre se cumple 

máximo valor de f ( x )  en (a, b)  = M . 

11. f ( x )  tiene un valor mínimo absoluto en (a, b) si y sólo si f ( x )  > m para todo x  

cerca de a o b  (por ejemplo, si lirn f ( x )  > m y lim f ( x )  > m )  , y cuando esto 
x-+a x+b- 

ocurre se cumple 

mínimo valor de f ( x )  en (a, b) = m . 

Prueba. Ver Problema 2. Secc. 10.16. 

EJEMPLO 1. Encontrar los extremos absolutos de la función f ( x )  = ( x  - 4)2'3 en el in- 
tervalo (-m, + m) si existe alguno. 

SOLUCION. La funcion f ( x )  es continua en (-m, + m) . 

Tenemos f ' ( x )  = 3 ( ~ - 4 ) - ~ ~  , 

Luego f ' ( x )  no existe en x  = 4 , y f (4 )  = 0 

Puesto que f ' ( x )  < O si x  < 4  y f ' ( x )  > O si x  > 4,  vemos que la función tiene un 

mínimo relativo en x  = 4 ,  y como es el único extremo relativo éste es el valor mínimo 
absoluto de la función en (-m, + m), por el teorema 1. 

EJEMPLO 2. Hallar el valor maximo y mínimo absoluto de la función 
f ( x )  = x3 - 6x2 + 9x + 1 en el intervalo (-1,4) si existe alguno. 



2 SOLUCION. Tenemos f ' ( x )  = 3 x  - 12x + 9. 

2 Luego fl(x)=O s iy  sólo si x - 4 x + 3  = O , estoes x =  1,3. 

Tenemos la siguiente tabla 

Luego 

x  

-1 
1  
3 

3 c x < 4  
4  

5 = mayor de f (1) y f (3) , 
1  = menor de f (1) y f ( 3 )  , y por el teorema 2 , 

f ( 4  

-15 
5  
1 

es creciente 
5 

(1) máximo absoluto de f ( x )  en (-l, 4) es !5, pues f ( x )  < 5 cerca de los números 
-1 0 4 

(2) la función no tiene mínimo absoluto, pues f ( x )  < 1 cerca de -1. 

EJEMPLO 3. Se desea construir una caja cerrada con base cuadrada que tenga un 
volumen de 20,000 cm3. El material de la base y de la tapa cuesta $5 por cm2 y el 
material de los lados cuesta $2 por cm2. 

¿Cuáles son las dimensiones de una caja para la cual el costo del material es mínimo? 

SOLUCION. Sean x cm la longitud del cuadrado de la base, y cm la longitud de la 
altura de la caja. 

Puesto que el volumen de la caja es de 20,000 cm3 tenemos la ecuación 

y el costo $C de la caja es C = 5  (2 x2) + 2 (4 x y )  

D e  (1) y (2) resulta 

Debemos determinar el valor mínimo absoluto de C cuando x > O, esto es, en el inter- 
valo abierto (O, + 00). 



160,000 
De (3) tenemos C' =,'20x - - = 0  , 

2 
X 

luego x = 20 es el único punto crítico de C .  Puesto que C  es continua en el intervalo 
(0, + m) y lim C  = lim C  = + m  , concluimos gracias al teorema 2,  parte 11, que C  

x+o+ x++m 

tiene un valor mínimo absoluto en x = 2 0 .  Y de la ecuación (2) obtenemos y = 5. 

10.13 CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION. 

CONCAVIDAD HACIA ARRIBA. 

Definición. Decimos que la grdfica de una función f ( x )  es cbncava hacia arriba en el 

punto ( e ,  f (e)) si se cumplen las dos condiciones siguientes 

(1) existe f ' ( e )  , y 

(2) existe un intervalo abierto I  que contiene al punto c ,  tal que para todo x  # c  en I ,  
el punto ( x ,  f ( x ) )  de la gráfica se encuentra amba de la recta tangente T a la 

gráfica en el punto ( c ,  f ( c ) )  . 

Esto es f  ( x )  > f ' ( c )  (jr - c )  + f ( c )  , para todo x t c  en I .  

T : y = f ' (e)  ( x  - c )  + f (c) 

X 
intervalo abierto I 

La figura muestra la grhfica de una función f ( x )  que es cóncava hacia amba  en el 

punto ( c ,  f  ( e ) )  : los puntos de la c w a  f ( x )  están arriba de la recta tangente T en el 

intervalo abierto I.  
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CONCAVIDAD HACIA ABAJO. 

Definición. Decimos que la grtifica de una huici6n f ( x )  es c6ncava hac ia  aba jo  en el 

punto (c ,  f ( c ) )  si se cumplen las dos condiciones siguientes. 

(1) existe f ' ( e )  , y 

(2) existe un intervalo abierto 1 que contiene al punto c, tal que para todo x # c  en 
1 ,  el punto ( x ,  f ( x ) )  de la grtifica se encuentra por debajo de la recta tangente T 
a la gráfica en el punto (c, f ( c ) )  . 

Esto es f ( x )  < f ' ( e )  ( x  - e )  + f ( c )  , para todo x  # 0 en 1. 

T : y = f '(c) (x - c) + f (c) 

X 
intervalo abierta I 

La figura muestra la griifica de una funci6n f ( x )  que es cóncava hacia abajo en el 

punto (e, f ( c ) )  : los puntos de la curva f ( x )  están por debajo de la recta tangente T en 

el intervalo abierto I. 

CRITERIO DE CONCAVIDAD. 

TEOREMA. Sea f (x) una función diferenciable en algún intervalo abierto que contiene 
al punto c. Se cumple 

(1) si f " ( c )  > 0 , entonces la grtifica de f ( x )  es cóncava hacia arriba en (e, f ( c ) )  ; y 

(2) si f " ( c )  < 0 , entonces la gráfica de f ( x )  es c6ncava hacia abajo en (c, f ( c ) )  . 

Nota. La prueba del teorema se da en el problema 1 2 ,  de la sección 10.16 de problemas 
resueltos. 



WNTOS DE INFLEXION. 

Definlclh. Un punto (c,  f ( e ) )  es un punto de inflexidn de la gráfica de f ( x )  si 

1. existe la recta tangente a la gráfica en el punto (e, f ( e ) ) ,  y 

11. existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a c  tal que se cumple 

(1) f W ( x ) < O  en a < x < c  y f W ( x ) > O  en c < x < b ,  

o (2) f " ( x ) > O  en a < x < c  y f W ( x ) < O  en c < x < b .  

Nota. Así, si (c. f ( c ) )  es un punto de inflexión, entonces de acuerdo al teorema ante- 

rior el sentido de concavidad de la gráfica de f ( x )  cambia en este punto. Por ejemplo, si 
se cumple la condición (l), entonces f " ( x )  < O  en a < x < c  , implica que la gráfica es 

cóncava hacia abajo en cada ( x ,  f ( x ) )  con a < x  < c  ; y f " ( x )  > O en c  < x  < b implica 

que la gr6fica es cóncava hacia arriba en cada ( x ,  f ( x ) )  con c  < x  < b  . 

TEOREMA. Si (e,  f ( c ) )  es un punto de inflexión de la gráfica de f ( x ) ,  entonces 

f W ( c ) = O  o f " (c )  noexiste. 

PRUEBA. Si f " ( c )  no existe no hay nada que probar. 

Supongamos que f " (e )  existe. Debemos probar que f " ( c )  = O. 

Consideramos la función g(x) = f ' ( x )  . 
Luego g t ( x )  = f " ( x )  y por definición de punto de inflexión, g ' ( x )  cambia de signo en 
X = C .  

Por lo tanto, g ( x )  tiene un valor extremo relativo en x = c y como g'(c) = f "(e) 

existe, este valor debe ser igual a cero. Así, tenemos que f " (c )  = O  que era lo que que- 
ríamos demostrar. 

REGLA. El teorema da lugar a la siguiente regla para calcular los puntos de inflexión 
de la grAfica de f ( x )  : 

1. Se calculti f " ( x )  , 
2. se determinan los puntos x en los cuales f " ( x )  = O o f " ( x )  no existe. 

3. en cada punto obtenido en (2) se averigua si la segunda derivada cambia de signo. 

EJEMPLO 1. Encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de la 
4 3 2 

gdfica de la función y = x  - 4x - 18x + x  - 1 . 
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SOLUCION. Tenemos y' = 4 x 3  - 12x2 - 3 6 x  + 1 y y" = 12x2 - 2 4 x  - 36 

Resolviendo la ecuación y" = O  

encontramos las raíces x = - 1 , 3 ,  y por lo tanto y" = 1 2 ( x  + l ) ( x  - 3 )  . 

EJEMPLO 2. Determinar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de la 

gr8fica de la función y = d G  . 
Dibujar la gráfica. 

4 ( x 2  - 1 )  -32(x2 + 1) 
SOLUCION. Tenemos y' = y" = 

W3 ' li/3 ' 
( 4 x 3  - 1 2 4  ( 4 x 3  - 1 2 4  

CONCLUSION SOBRE LA GRAflCA 

es cóncava hacia arriba 
tiene un punto de inflexión 
es cóncava hacia abajo 
tiene un punto de inflexión 
es cóncava hacia arriba 

x 

x < - 1  
x = - 1  

- 1 < x < 3  
x = 3  
3 < x  

Luego y" # O  , y y" no existe donde el denominador es O. 

Y" 

+ 
O 
- 
O  
+ 

4 x 3 - 1 2 x = 0 ,  estoesen x = 0 , f & .  

y obtenemos y" = \ I 

[ 4 x  ( x  + 45) ( x  -&)Y 
x 

x < - a  

x = - a  

- & < x < o  
x = O  

o < x < &  

x = f i  

a c x 

Y" 

+ 
No existe 

- 
No existe 

+ 
No existe 

- 

CONCLUSION SOBRE LA GRAFlCA 

es cóncava hacia arriba 

tiene un punto de inflexión 

es cóncava hacia abajo 

tiene un punto de inflexión 
es cóncava hacia arriba 

tiene un punto de inflexi6n 

es cóncava hacia abajo 
L 



Finalmente tenemos 

10.14 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMAS SOBRE FUNCIONES CRECIENTES Y 
DECREClENiES SOBRE EXTREMOS RELATIVOS. 

PROBLEMA 1. Criterio de la segunda der ivada  p a r a  extremos relativos. 

Sea f ( x )  una función diferenciable en todo punto x de un intervalo abierto que 
contiene a c . Probar que 

1) si f ' ( e )  = O y f " ( e )  < O , entonces f ( c )  es un valor máximo relativo , y 

2) si f ' (c)  = O y f " ( e )  > O , entonces f ( c )  es un valor mínimo relativo . 

SOLUCION. 

1) Por definición de derivada se tiene 

f " ( c )  = lim f ' ( x )  f ' ( x ) - f t ( c )  = lim (pues f ' ( c )  = O) 
x+c X - c  x+c X - c  

f ' ( 4  < , Puesto que f " ( c )  < O , existe un 6 > 0 tal que - (A) 
X - C  

para todo x tal que O < lx -c I  e 6 . 
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Luego tenemos que 
si e - 6 < x < c ,  entonces x - e c o ,  yde (A), f ' ( x ) > O ,  

Y si c < x < c + 6  , entonces x - c > O , y d e  (A), f ' ( x ) < O .  

En resumen, f ' ( x ) > O  en e - 6 < x < c ,  

Por lo tanto, por el criterio de la primera derivada (Teorema 10.10), 

resulta que f ( e )  es un valor maximo relativo de la función. 

2) si f ' ( c )  = O  y f " ( e )  > O  , la función -f ( x )  cumple -f ' ( e )  = O  y - f " ( e )  c O  . 

Luego por la parte (1) del presente teorema, - f ( e )  es un valor máximo relativo 
de - f ( x )  , y por lo tanto, f ( e )  es un valor mínimo relativo de la funcidn f ( x )  . 

PROBLEMA 2. Hallar los extremos relativos y los intervalos en los cuales 

X 
f ( x )  = 2 es creciente y decreciente. 

x - 6 ~ - 7  

X 2  + 7  
SOLUCION. Tenemos f '(x) = - 2 -  

( x 2  - 6 x  - 7 )  

Luego f ' ( x )  + O y f ' ( x )  no existe donde x2 - 6 x  - 7 = O,  esto es, en x  = -1, 7 . 

Asi obtenemos 

PROBLEMA 3. Encontrar los intervalos en los cuales es d e n t e  y decreciente la 
X 

fucidn f ( x )  = - - . 
5 

x 

x < - 1  

x = l  

- 1 < x < 7  

x  = 7 

7 < x  
C 

f ' ( x )  
- 

No existe 
- 

No existe 
- 

CONCLUsiON SOBRE f ( x )  

es decreciente 

no está definida 

es derreciente 

no está defunida 

es decreciente 



SOLUCION. Hallamos f ' ( x )  = A 5 - 1 5 x'4J5 = A 5 (1 - x-4J5) para x # O .  

Aplicando el teorema 10.10 tenemos 

1) f l ( x )>O o 1 - ~ - ~ ~ ~ > 0  

x4 > l ,  dedonde x < - 1  o x > l ,  

2) f ' ( x )  < O 

x 4 < 1 ,  dedonde - l < x < l .  

2 x  -2x+10 
PROBLEMA 4. Sea y  = . Determinar los extremos relativos y los 

x - 1  
intervalos en los cuales la función dada es creciente o decreciente. 

2 x - 2 ~ - 8  ( x + ~ ) ( x - 4 )  
SOLUCION. Tenemos y' = - - 

( x  - I ) ~  (x  - 1l2 
' 

de donde y' = O en x  = -2,4 y la derivada y' no existe en x  = 1. 

Resulta entonces 

PROBLEMA 5. La funci6n y  = x4 + h3 + B tiene un máximo relativo en el punto 
(3, - 20). Hallar A y B . 

CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y 

es creciente 

tiene un valor maximo relativo 

es decreciente 

no está definida 

es decreciente 
tiene un valor mínimo relativo 

es creciente 

x  

x< -2  

x = - 2  

- 2 < x < 1  

x = l  

1 < x < 4  

x = 4  

4  < x  

Y 

-6 

No existe 

6 

Y' 

+ 
O 
- 

No existe 
- 
O 

+ 
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SOLUCION. Tenemos y' = 4x3 + 3Ax2 = x2 (4x + 3 A )  

-3A 
Haciendo y' = O se obtiene x  = O,  x  = - . 

4 

Puesto que, por hipótesis, en x  = 3 la función tiene un maximo relativo, la derivada 
3 A  

y' vale O en este punto. Luego 3 es uno de los valores O, - - . 
4 

3 A  
Porlotanto 3=-- y A = - 4 .  

4  

Y como y  = -20 cuando x  = 3 ,  tenemos -20 = (3)' - 4(3)3 + B , de donde B = 7. 

PROBLEMA 6. Probar que y = x3 es una funci6n creciente. 

SOLUCION. Tenemos y' = 3x2 > 0 si x  # O. 

Luego aplicando el teorema 10.9 resulta que y es creciente en los intervalos (-m,~] 
y [0,+m), y por lo tanto en (-m,+m) . 

PROBLEMA 7. Sean f ( x )  y g(x )  dos funciones tales que f ' ( x )  < g l ( x )  para todo x  . 
Probar que si x, < x, entonces 

f (x2 ) - f ( ~ 1 )  < 4 x 2  ) - g(x1)- 

t 

SOLUCION. De f ' ( x )  < g ' (x )  tenemos (f ( x )  - g(x) )  < O, y por lo tanto, gracias al 

teorema de 10.9, la función f ( x )  - g(x)  es decreciente. Luego si x, < x2 . Entonces 

PROBLEMA 8. Encontrar los extremos relativos y los intervalos en los cuales 
2 y  = -1 + qx1- 3x es creciente y decreciente. 

SOLUCION. Tenemos y = - 1 + 6 (x21V2 - 3x2 2 v2 
(pues 1x1 = ( x  ) 



-6-6x si x<O 

Luego y' = No existe si x=O 

16-6. si x>O 

1) Buscamos los puntos x en los cuales y' > 0. 

Si x<O, de y '= -6 -6x>0  resulta - l > x ,  y 

s i x > O , d e  y f = 6 - 6 x > 0  resulta l > x .  

Por lo tanto, y' > O en los intervalos abiertos (-m, - 1) y (0,l) . 

2) Buscamos los puntos x en los cuales y' < 0. 

Si x<O, de y'=-6-6x<O resulta - l < x , y  

si x>O, de y1=6-6x<0 resulta l < x .  

Por lo tanto, y' < O en los intervalos abiertos (-1,O) y (l,+m) 

Tenemos 

PROBEMA 9. Determinar los intervalos en los cuales la función y = sen x . ( l+  cos x) 

es creciente y decreciente. Hallar los extremos relativos de y. 

x 

x < - 1  

x= -1  

-1<x<O 

x = O  

O < x < l  

x = l  

l < x  

SOLUCION. Tenemos y' = COS x (1 + cos x) + sen x (- sen x) 

2 
= 2 C O S  X + C O S X  - 1. 

2 Resolviendo la ecuación y' = 2cos x + cos x - 1 = 0 

Y 

2 

-1 

2 

resultan las raíces cos x = 4 , -1 , 

Y' 

+ 
O 
- 

+ 
O 
- 

CONCLUSION SOBRE LA FUNClON y 

es creciente 

tiene un valor máximo relativo 

es decreciente 

tiene un valor mínimo relativo 

es creciente 

tiene un valor máximo relativo 

es decreciente 
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y por lo tanto 

De (1) se sigue que 

esto es, cuando 

y' = ~(msx-+ ) ( cosx+ l ) .  

y' > O si y sólo si + < COS x , 

donde n = O, t-1, k2, ... 

Y ,  y' < O si y s610 si -1 < cos x c , 

X K 
esto es cuando - + 2nn < x < -- + 2n(n + 1) , exceptuando x = K + 2nn, donde n = O, 

3 3 
t-1, B, . . . De (2) y (3) se obtiene 

CONCLUSION SOBRE LA FUNClON y 0 
3 J3 ( O 1 tiene un valor mAximo relativo - 

3 JQ 1 O 1 tiene un valor minimo relativo -- 

4 

donde n=O, i 1 ,  i2, ... 

PROBLEMA 10. Probar que sen x < x si x > O. 

- 

SOLUCION. 

es decreciente 

K 
En efecto, sen x S 1 para todo x y - > 1. 

2 



K 
2) sen x < x si O < x < - . En efecto, la función f (x) = x - sen x es creciente en el 

n 

K 
intervalo cerrado [O,:] pues f ) = l - C O S O  cuando O - ,  ya que 

2 
COS x < 1. 

Luego f(x) > f (0) 

x-senx > O ,  

sen x < x 

Finalmente de 1) y de 2) se sigue que sen x < x si x > 0. 

tgx2 X K PROBLEMA 11. Probarque - > A  si O < x , < x 2 < - .  
X i  2 

R XXUCION. La función f (x) = - a es diferenciable en el intervalo abierto O < x < -, 
X 2 

2 xsec x- tgx  - 2x-sen2x - 
2 2x2cos2x 

Tenemos que f '(x) > O en el intervalo abierto (O, i] 
En efecto, por el problema 10 el numerador 2x - sen 2x ea > O cuando x > O; y pol 

K 
otra parte 2x2 COSO x > O si O < x < - . Por 10 tanto, por el teorema 10.9 resulta que 

2. 
f (x) es creciente y asf f (x, ) < f (x2) , 

X 
tgx2 x2 ~i 0 < x I < x 2  <-. Luego se .cumple - > - 
tg x1 x1 2. 
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PROBLEMA 12. Determinar los extremos relativos de la función 

SOLUCION. La función dada está definida en aquellos x tales que x ( a  - x )  2 O, esto 
es,en O S x S a .  

a -2x  
Tenemos y' = 

2 J m '  
a 

Luego y' = a - 2 x  = O si x = - ,  
2 

y' no está definida en x  = O, a . 

y por lo tanto 

PROBLEMA 13. Hallar los extremos relativos de la función y = 1 sen x l. 

x 

a 
o < x < -  

2 
a 

X = -  
2 

a - < x l a 
2 

SOLUCION. Empleando la identidad la1 = tenemos 

2 -Y2 sen 2x 
y' = +(sen x )  (2senxoosx) = 

2lsenxl  

Y 

a - 
2 

Luego y' > O si y sólo si sen 2x > 0,  esto es cuando 

2xn c 2x c x+2ltn, 

Y' 

+ 

0 

- 

y' c O si y sólo si sen 2 x  c O, esto es cuando 

1c+2xn < 2x c 2 ñ + 2 x n ,  

donde n = O, f 1, i2, ... 

CONCLUSION SOBRE LA FWWON y 

es creciente 

tiene un valor máximo relativo 

es decreciente 



Por 10 tanto, en virtud del teorema 10.10 resulta que la función tiene un valor 
X 

máximo relativo 1 en x = - + nn , y un valor mínimo relativo O en x = m . 
2 

3 
X 

PROBLEMA 14. Hallar los valores extremos relativos de la función y = - . 
x 2 + 1  

SOLUCION. La función es diferenciable en todo punto x . 

Luego y' > O si x t O , y por lo tanto la hinci6n es creciente en (-m, + m). 

Se sigue pues que no tiene valores extremos relativos. 

X 
PROBLEMA 15. Hallar los extremos relativos de la mción y = - 

dX8-4 
2 x -12 

SOLUCION. Tenemos y' = 
3 (x2 - 4)*13 ' 

Luego y' > O si y sólo si x2 - 12 > 0 , o sea 

-m<x<-2& o 2 J S < x < + m ,  

esto es cuando - 2 & < x < 2 &  y r # - 2 , 2 .  

Y por el teorema 10.10 la función tiene un valor máximo relativo -& en x = -2& , 
y un valor mínimo relativo a, en x = 2&. 

PROBLEMA 16. Aplicando el criterio de la segunda derivada hallar los extremos 
4 2 relativos de la función y = x + 4x - 12x + 5 .  

SOLUCION. Tenemos y' = 4x3 + 8% - 12. 

Por simple inspección vemos que x = 1 es una raíz de la ecuación y' = 0. 
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2 -l* 4-11 
Luego y' = 4 ( x - 1 ) ( x 2 + x + 3 ) ,  y las raíces de x  + x + 3 = 0  son x  = y 

2  
que no son reales. 

2 
En resumen y' = O sólo cuando x  = 1. Evaluando y" = 12x + 8  en x = 1 resulta 
y " ( l ) = 2 0 > 0 .  

Por lo tanto, por el criterio de la segunda derivada, la función tiene un valor mínimo 
relativo -2 en x = l. 

( X  - 2 )  (8 - X )  
PROBLEMA 17. Hallar los extremos relativos de la función y = 2 

-16 + 10% - x2 
SOLUCION. Tenemos y  = - 2 

De (1) vemos que y' = O cuando x  = = 3.2 , 

y de (2) resulta y" < O  cuando x  = 3.2. 

Por lo tanto, por el criterio de la segunda derivada, la función tiene un valor máximo 
relativo y,,, = en 3.2. 

PROBLEMb 18. Teorema del incremento local. 

Sea f ( x )  una funci6n. Probar que 

1) si f '(c) > O  , entonces existe un 6  O  tal que / 
c - ~ < x ~ < c < x ~ < c + ~  implied f ( x l ) < f ( c ) < f ( x 2 ) ;  

2) si f ' (c) < O  , entonces existe un 6  > 0 tal que 

c - 6 < x I  < c < x 2  < c + 6  implica f ( x l ) >  f ( c )>  f ( x 2 )  . 

SOLUCION. 

1) Por definición de f '(e) tenemos lim f ( x )  - f (4 = f '(4 
x+c X - C  



Puesto que f '(e) > 0 ,  existe un S > O tal que O < Ix - cl < 6 

X - C  

Luego si c  - S < xl < c  se cumple f ( ~ l ) - - f ( ~ )  > 0 

X1 - C  

y X , - C < O  , yporlotanto f ( x l ) - f ( c ) < O  , 

esto es f (x , )  < f (c )  . 

Y si c  < x, < c  + 6 se cumple f (x2) - f (c )  > 0 

X2 - C  

x 2 - 0 0 ,  yporlotanto f ( x 2 ) - f ( c ) > O .  

estoes f ( c )<  f ( x 2 )  . 

De (A) y (B) resulta 

f ( x l ) <  f ( c )<  f ( x 2 )  para c - 6 < x l  < c < x ,  < c + 6  , 

que era lo que queríamos demostrar. 

2) Basta aplicar el caso (1) a la función - f ( x )  . 

PROBLEMA 19. Sea f ( x )  una fúnción diferenciable en un intervalo abierto que con- 
tiene a los puntos a y b, donde a < b . Probar que si f ' ( a ) .  f ' (b)  < O entonces existe 
un número c entre a y b tal que f '(c) = O. 

SOWCION. De f ' (a ) .  f '(b) < 0 tenemos que 

1 f ' ( a ) cO y f ' (b)>O 

O ii. f 1 (a )>0  y f t (b )<O.  

Caso 1. f '(a) < O y f '(b) > O.  Sea m = f (e) el valor mínimo absoluto de f ( x )  
sobre el intervalo cerrado [a, b] , donde c  es algún número tal que a 5 c  5 b .  

Esto es m f ( x )  (1) 

para todo x  en [a, b] . 
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Probaremos que a < c < b . 
En efecto, por el teorema del incremento local (problema 18 que precede) aplicado a 
f ' (a)  < O y f ' ( b )  > O sucesivamente, encontramos un 6 > 0 tal que 

a < x  < a + 6 implica f (a) > f ( x )  ' (2) 

Y b - S < x  e b implica f ( x )  < f ( b )  (3) 

De (11, (2) y (3) resulta m = f ( c ) < f ( a )  y f (b)-  

Luego c # a ,  b, y por lo tanto a < c < b ,  de donde m =  f ( c )  es un valor mínimore- 
lativo de f ( x )  y f ' (c )  = 0, que era lo que queríamos demostrar. 

Caso 11. Basta aplicar el caso 1 a la función - f ( x )  . 

10.15 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

PROBLEMA 1. Hallar los valores extremos relativos y los intervalos en los cuales son 
crecientes y decrecientes cada una de las siguientes hc iones  

PROBLEMA 2. Aplicando el criterio de la segunda derivada probar que y = xm (1 - x) l  
m  

tiene un valor máximo relativo en x = - , si m  y n  sonenteros 2 1. 
m + n  

PROBLEMA 3. Hallar los extremos relativos de la función y = im. 
PROBLEMA 4. Encontrar A y B si la fÚnci6n y = Asen x + B cosx tiene un valor 
extremo relativo 2 en x = 4 6 .  

2 A PROBLEMA 5. Sea y = x  +- . Aplicando el criterio de la segunda derivada probar 
X 

que y tiene un valor mínimo relativo en x = [+)"". 



x x 
PROBLEMA 6. Encontrar los extremos relativos de la función y = 2 cos - + 3 cos - . 

2 3 

RESPUESTAS. 

1. a) y,, = 7 en x = 2 ; creciente en (-m, - 2 )  y 

decreciente en- (-2, + m) . 

b) ymax = 4 en x = -1 , y,,,, = O en x = 1 ; 

creciente en (-m, - 1) y (1, + 00) , decreciente en (-1, l )  . 

C )  No tiene valores extremos relativos. 

Es decreciente en x # 3 . 

d) No tiene valores extremos relativos. 

La función es creciente en (-m, + m) . 

e) y,, = 3 en x = 2 ; creciente en (-a, 2 )  , 

decreciente en (2, + a). 

D y,, = 1 en x = O ; creciente en (-m, O) , 

decreciente en (O, + m). 

g) y,, =# en x = - A  , , y,,, =O en x= -2  y x = l ;  

creciente en (-2, - l / 2 )  y (1, + m) , 
decreciente en (-m, - 2) y (- V 2 , l ) .  

h) y,, = -128. en x = 16 ; creciente en (16, + m), decreciente [O, 16). 

i) y,,,, = - y 1 6  en x = - 2 ,  y,,, = y16  en x = 2  ; yexcluyendo x = O ,  12&, 

creciente en (-m, - 2 )  y (2, + m) , decreciente en (-2,2) . 

3. y, = l  en x = O ,  y,, = O  en x = i l .  

4. A = l ,  B = J 3 .  

6. y,,, = 5 en x = 12nn , 

y m a , = 5 c o s ~ n  en x = 1 2 n ( n f % ) ,  
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ymin = 1 en x = 61c(2n + 1) , 

donde n = O, +l. 12, ... 

10.16 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMAS SOBRE EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS ARBITRARIOS. 
CONCAVIDAD. 

PROBLEMA 1. Sea f (c) el único extremo relativo de una función continua f (x) en el 

intervalo I .  Probar que 

1) si f(c) es un máximo relativo, entonces f(c) es el valor máximo absoluto de 
f(x) en 1. 

2) si f(c) es un mínimo relativo, entonces f(c) es el valor mínimo absoluto de 
f (x) en I. 

SOLUCION. 

1) Debemos probar que f (x) f (c) 

para todo x en el intervalo 1. 
Por reducción al absurdo, si la desigualdad (A) fuese falsa exístiria un punto 
xo en I tal que f(xo)> f(c). 

Sea m = f (x,) 'el valor mínimo absoluto de f ( x )  en el intervalo cerrado de extre- 
mos c y xo , donde x, es algún número real en el intervalo. 

Ahora bien se tiene f (x) < f (4 (B) 

para todo x cerca de c , ya que f (c) es un máximo relativo y es el único extre- 

mo relativo. 

De (B) se sigue en particular que m = f (x,) < f (c) c f (x,), y por lo tanto que 

x, # c, xo . Así, xl se encuentra en el intervalo abierto de extremos c y x,. 

Resulta entonces que f (x,) es un mínimo absoluto en este intervalo abierto, y 
por consiguiente, que es un mínimo relativo. Esto demuestra que f ( x , )  es un 
extremo relativo distinto de f(c), lo cual es una contradicción con la hipótesis de 

que f(c) es el único extremo relativo. Luego se cumple (A) y por lo tanto que 
f (c) es el valor máximo absoluto de f ( x )  en 1, como queríamos probar. 

2) Basta aplicar la parte (l), ya demostrada, a la función -f ( x )  . 



PROBLEMA 2. Sea f ( x )  una función continua en el intervalo abierto (a,b) y desig- 

nemos por M  =mayor.de los valores f(c,), f(c2),  ..., f (c,) , donde cl < c2 < .... < cp 

son los únicos puntos x  en el intervalo tales que f ' ( x )  = O o f ' ( x )  no existe. 

Probar que si f ( x )  < M  para todo x  ceca de a  o b, entonces 

máximo valor de f ( x )  en (a ,  b )  = M  . 

SOLUCION. Puesto que f ( x )  < M  para todo x  cerca de a  o b existen dos números 
x,  y x2 tales que 

a < x l c x 2 < b ,  x,<c,, c p < x 2 ,  y f ( x )<M si a < x < x ,  o x 2 < x < b .  (A) 

Luego se tiene 

máximo absoluto de f ( x )  en el intervalo cerrado [x,,x,] = M ,  (B) 

donde la última igualdad se verifica por 9.10.6 y (A). 

Finalmente tenemos 

de (A), f ( x )<M si a < x s x ,  o x, < x < b ,  

Y de (B), f ( x ) s  M  si x,  s x < x 2  , 

y juntando estas dos relaciones 

f ( x )  S M para todo x  tal que a  < x  < b  , 

lo cual prueba que M es en verdad el valor máximo absoluto de f ( x )  en el intervalo 
abierto (a ,  b )  , que era lo que queríamos demostrar. 

PROBLEMA 3. Hallar los extremos absolutos de cada una de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

1) Resolviendo la ecuación y' = 8x + 4 = O, resulta x  = - i. 
Puesto que y" = 8 > O ,  la función tiene un valor mínimo relativo 6 en x  = - $. 
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Y como es el único extremo relativo de la función, por el problema 1, tenemos que 
este valor es el mínimo absoluto. 

2) La función es continua en el intervalo0 (-OO,~). 

Tenemos 

Luego y' = O si y sólo si x = 3,5 .  

Solamente el punto x = 3 se encuentra en el intervalo abierto dado, y como 
y' > O si x  < 3, y' < O si 3 < x < 4 ,  la función tiene un valor mhximo relativo 6 
en x  = 3. Luego dicho valor es el máximo absoluto por el problema 1, ya que es el 
único extremo relativo. 

3) La función es continua en todo punto a excepción de x  = 3. 

x + 6  x + 6  
Puesto que lim - = + m ,  y lim - -  - - 0 0 ,  

x+3+ x  - 3  x+3- x - 3  

vemos que la función dada no posee extremos absolutos. 

X PROBLEMA 4. Hallar los extremos absolutos de la función y = - 
1 + x 2  ' 

SOLUCION. Tenemos 

Luego y' = O si y sólo si x  = f 1, y por lo tanto 

Resulta entonces 

x 

x  e -1 

x = -1 

- 1 c x c l  

x = l  

l < x  

Y 

- Y2 

1/2 

Y' 

- 

O 

+ 
O 
- 

CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y 

es decreciente 

tiene un valor mínimo relativo 

es creciente 

tiene un valor maximo relativo 

es decreciente 



X 
lim y = lim - - - 0. 

x-+* #+*m 1+ X2 

Aplicando el teorema 2, de 10.12, concluimos que 

máximo absoluto de y = mayor de los valores - 4, = t ,  
1 

Y mínimo absoluto de y = menor de los valores - 4 ,  4 = - 

PROBLEMA 5. Probar que para valores positivos de x se cumple la desigualdad 

1 
SOLUCION. Sea y = x + - para x > O. 

x 

Tenemos 

Luego 

Entonces y = O en x = 1 es el único extremo relativo de la función en el interval 
(O,+oo) y por consiguiente, por el teorema 1 de 10.12, este valor es el extremo 
absoluto de la función. Luego 

x 

O < x < l  

x = l  

l < x  

2 
X 

PROBLEMA 6. Probar que 1 - - < cos x cuando x + O. 

Y 

2 

Y'  
- 

O 

+ 

CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y 

es decreciente 

tiene un valor mínimo relativo 

es creciente 
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2 
X 

SOLUCION. Consideremos la función y = cos x - 1 + - . 
Tenemos y' = x - sen x . 

Ahora bien 

l .  y l = O  cuando x=O,  

2) y' > O cuando x > 0, por el problema 10, sección 10.14. 

3) y' < O cuando x < O, pues entonces -x > O, y por el problema 10, secci6n 10.14, 

sen(-x) < -x, 

Resulta así que la función tiene un único extremo relativo O en x = O .  

Luego, por el teorema 1 de 10.12, mínimo absoluto de y = 0, 
2 

X 
yporlotanto, y=cosx-1+->O si x z O .  

2 

PROBLEMA 7. Hallar la distancia más corta del punto P = (2, Y2) a la pardbola 

y = x2 y encontrar el punto de la parábola que está mds próximo a P. 

SOLUCION. Sea D = distancia de P al punto (x, y) de la parábola. 

Tenemos D = , / ( ~ - 2 ) ~ + ( ~ - l / 2 ) ~  = , / ( ~ - 2 ) ~ + ( x ~ - l / 2 ) 1  

y debemos hallar Dmini ab. cuando -00 < x < oo 

Ahora bien, es ciaro que D tiene un valor mfnimo absoluto si y s610 si D' tiene un 
valor mínimo absoluto. 

Así consideramos la fbnción 
4 y = D2 = x  - 4 % + y  

y buscam0s Ymin. nbe 

Tenemos y' = 4x3 - 4  = 4 ( x - l ) ( x 2  +x+l), 

y por lo tanto y' = O si y sólo si x = 1 

yf<O si x < l ,  

y'>O si x > l  



Luego y = $ cuando x = 1 , es un valor mínimo relativo de la función, y por ser éste 
el único extremo relativo, por el teorema 1 de 10.12 resulta que 

- 5 Ymin. abs - 4 en X =  l .  

Por lo tanto 

PROBLEMA 8. Un fabricante de cajas va a producir cajas cerradas de volumen especí- 
fico, cuya base es un rectángulo con longitud igual al triple del ancho. ¿En qué relación 
debe estar la altura de la caja respecto de la longitud de la base cuando el material 
empleado sea el mínimo posible? 

SOLUCION. 

Sean V = volumen de una caja de altura h y cuya base tiene dimensiones x, 3 x 

y = cantidad de material para construir una caja 

= área de todas las caras de la caja 

Tenemos V = 3x2h 

y = 2(área de la base) + área de las caras laterales 

= 6x2 + 2(xh + 3xh) = 6x2 + 8xh 

8V Despejando h de (1) y sustituyendo en (2) y = 6x2 + - 
3x 

Buscamos el valor mínimo absoluto de y cuando x > 0. 

g y  12(x3 -#v) 12(x-a)(x2 +m+a 
De (3) tenemos y' = 12 x - - = - - 

2 2 
1 

3x2 
9 

x X 

donde a = - . 

Luego y'=O si x = a ,  

y'<O si x < a ,  

y'>O si x > a ,  

y por consiguiente, la fiuición tiene un mínimo relativo en x = a, y como éste es el único 
extremo relativo en el intervalo (O, + m), por el teorema 1 de 10.12, dicho valor es 
tambibn el mínimo absoluto. 
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Así el mínimo absoluto de y se obtiene en x  = , y por consiguiente, de (1) 

tenemos 

Luego h 1  
s=2' 

PROBLEMA 9. Encontrar el punto de la curva ya - x2 = 1 que esta m6s prhximo al 
punto (%O) 

SOLUCION. Sea D = distancia de (2, O )  al punto (x,  y) de la curva dada. 

Luego D = J - = J ~ =  J-. 

D' = 
2 ( x - 1 )  

Entonces JW Y 

Se sigue pues que D tiene un valor mínimo relativo en x  = 1, y por ser éste el único 
extremo relativo de la hnción, por el teorema 1  de 10.12, dicho valor es también 
mínimo valor absoluto. 
Por lo tanto, la distancia mínima se obtiene en x  = 1, que da lugar a los puntos 
(1, I f i )  de la curva. 

PROBLEMA 10. Hallar la relación que: existe entre la altura y el radio de la base de un 
cilindro recto circular de volumen dado para que su superficie sea mínima. 

SOLUCION. Tenemos V = zr2h (1) 

S = 2w2 + 2mh (2) 

donde r = radio de la base, y h = altura del cilindro. 
2 v  Despejando h de (1) y reemplazando en (2) S = 2m2 + 7. 

Buscamos el valor mínimo de S cuando r > O. Tenemos 



donde a = 3 - . Luego 6 
Luego S tiene un único extremo relativo en r = a, que es un mínimo relativo, y por lo 

tanto, por el teorema 1 de 10.12, S tiene su valor mínimo absoluto en r = 3 - f i  De 
h V 1  (1)  tenemos que - = - = - r nr3 2 ' 

PROBLEMA 1 1. Hallar dos números a  y b tales que su suma sea igual a c  y que la 
suma de sus cuadrados sea mínima. 

SOLUCION. Tenemos 

a + b = c  (1) 

s = a 2 + b 2  (2) 

2 2 2 2 
y por lo tanto S = a  + ( c - a )  = 2a -2ca+c 

Buscamos el valor mínimo de S cuando -a < a  < +a. 

C 
vemos que S' = O si a = s 9  

C Luego a  = - da lugar al único extremo relativo de la función y por el teorema 1 de 
2 

C 10.12, el valor mínimo absoluto de S ocurre en a  = - 
2 '  

C Finalmente, de (1) resulta b = - 
2 ' 

PROBLEMA 12. Criterio de la concavidad. 
Sea f (x)  una función diferenciable en algún intervalo abierto que contiene al punto c. 

Probar que si fW(c) > O, entonces la gráfica de f(x) es cóncava hacia arriba en 

(c' f (4) 
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SOLUCION. De acuerdo a la definición de concavidad hacia arriba (10,13) debemos 
probar que f (x) > f '(c) (x - e) + f (e), para todo x # c en algún intervalo abierto que 
contiene al punto c. 

Sea H(x) = f (x) - f ' (4  (x - c) - f (e) 

Tenemos H '(x) = f '(x) - f '(c) 

Además H (c) = H '(e) = O. 

Por definición de H"(c) se tiene 

H ' ( 4  H'(x) - '(c) = Hv(c) = f v(c) > O 
(pues ~ ' ( c )  = O y 

lim - = lim 
x+c x-c  .v+c X - c  H"(c) = f "(c) > O). 

Luego existe un 6 > 0 tal que 

H'(x) > O si ~ < l x - c l < ~ .  
X - C  

De aquí resulta que 

1) si c-6<x<c,entonces H'(x)<O,pues x-c<O, 

2) si c < x < c + 6 ,  entonces Hf(x)>O,pues x-c>O, 

y por lo tanto, H(x) es 

3) decreciente en el intervalo cerrado [c - 6,c], y en particular 

H(x)>H(c) si c - S c x < c  

4) creciente en el intervalo cerrado [c, c + 61, y en particular 

H(x)>H(c) si c < x < c + 6 .  

En resumen: si x + c en [c - 6,c + 61 se cumple 

H(x) > H(c) , 

f(x) - f'(c)(x-c) + f(c) > O, (pues H(c)=O) 

f(x) > ff(c)(x-c) + f(c) 9 

que era lo que queriamos demostrar. 



PROBLEMA 13. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de la grá- 
fica de la función y = x3 - 6x2 + 12x - 5 . 

SOLUCION. Aplicamos el criterio de concavidad 10.13 (o problema 12 que precede). 
Tenemos 

Y " = ~ x - 1 2 = 6 ( ~ - 2 ) .  

Luego 

CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA DE y 

tiene un punto de inflexión 

x > 2  es cóncava hacia arriba 

PROBLEMA 14. Encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de la 
gráfica de la función y = x - sen x . 

SOLUCION. Tenemos y l = l - c o s x ,  y U = s e n x .  

Entonces aplicando el criterio de concavidad 10.13, resulta 

donde n =O, +1, +2, ... 

x 

2xn<x<x+2r rn  

x=m 

n + 2 n n < x < 2 n ( n + l )  

PROBLEMA 15. Encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de la 
3 

X 
gráfica de la función y = - . 

x2 + 12 

Y" 

+ 
O 

SOLUCION. Tenemos 

CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA DE y 

es cóncava hacia arriba 

tiene un punto de inflexión 

es cóncava hacia abajo 



El Teorema del Valor Medio y sus Aplicaciones 427 

Luego por el criterio concavidad 10.13 

PROBLEMA 16. Hallar los coeficientes de y  = AX' + BX' + Cx , si la gráfica de la fun- 
ción tiene un punto de inflexión en (l,- 1) y la pendiente de la tangente en este punto 
es -5. 

SOLUCION. Tenernos y  = A x3 + B X ~  + C x  , 

CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA DE y  

es cóncava hacia arriba 

tiene un punto de inflexión 

es cóncava hacia abajo 

tiene un punto de inflexión 

.es cóncava hacia arriba 

tiene un punto de inflexión 

es cóncava hacia abajo 
A 

x  

x  < -6 

x  = -6 

- 6 < x < O  

x  = O 

O < x  < 6  

x = 6  

6 < x  

Luego -1 = A  + B  + C  pues (1- 1) se encuentra en la curva, 

Y" 

+ 
O 

- 

O 

+ 
O 

- 

- 5 = 3 A + 2 B + C  pues y ' = - 5 ,  x = l ,  

O = 6 A + 2 B ,  

ya que (1, - 1) es un punto de inflexión (10.13). 

Resolviendo el sistema de ecuaciones ( l ) ,  (2) y (3)  resulta 

PROBLEMA 17. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de la grá- 
ficade y = 3 ~ 2 + ~ ( d .  

SOLUCION. Tenemos 

2 2  2 3% - X  =2x  si x<O 

si x=O 
2 2  2 3x + x  = 4 x  si x>O 



si x c 0  
y" = 

si x > O  

y por lo tanto, la grafica siempre es cóncava hacia arriba. 

PROBLEMA 18. Si f " ( x )  existe para todo x  en un intervalo abierto que contiene al 

punto c  y se cumple f " (c )  = O y f " ' (c)  z 0,  probar que (e, f (e ) )  es un punto de 

inflexión de la gráfica de la función. 

SOLUCION. Supongamos que f " ' (c)  > O. 

lim 
X+C X - C  

se deduce que lim - " ( X )  > O  [pues f U ( c )  = O y f W ' ( c )  > O] 
x - r c  x  - c  

y por eso existe 6  > 0 tal que 

f "(4 > 0 O < Ix - c1< 6 implica - 
x - C  

lo que significa que f " ( x )  > O en c  < x  < c  + 6 

f t ' ( x ) < O  en c - 6 c x < c  , 

y así queda establecido que (c ,  f ( c ) )  es un punto de inflexión. 

El caso f " ' ( e )  < O se trata de un modo similar. 

10- 1 7 PROBLEMAS PROPUESTOS. 

X 2  + 9  
PROBLEMA 1. Hallar los extremos absolutos de la función y = - 

x - 4  

6 x 2  
PROBLEMA 2. Hallar los extremos absolutos de la función y = - 

I + X *  

4 4 PROBLEMA 3. Encontrar los extremos absolutos de la función y = sen x + cos x  

PROBLEMA 4. Hallar los extremos absolutos de la función y = 5 + 61x1 - 3 x 2  en el 
intervalo abierto (O, + 00) . 
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PROBLEMA 5. Encontar los extremos absolutos de la función y = i ( x  + 1)2 en el 

intervalo (-a>, 1) 

PROBLEMA 6. Hallar la distancia del punto (3,O) a la curva y = f i  

PROBLEMA 7. ¿Cuáles son las dimensiones del cono circular recto de máximo volu- 
men que puede ser inscrito en una esfera de radio a? 

PROBLEMA 8. Encontrar la altura y el radio de la 
base de un cono recto circular de volumen mínimo que 
circunscribe una esfera de radio a. 

Sugerencia: 

Por semejanza de triángulos 

h - a  I/- - -  - 
9 

a r 

2 a2h 
de donde r = - . 

h-2a  

PROBLEMA 9. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexión de las 
gráficas de cada una de las siguientes funciones 

RESPUESTAS. 

1. No tiene. 

donde n = O, *1, I2, . . . . 

4. ymax abs = 8 en x = Il. 



9. a) Es cóncava hacia arriba en (-00, + a). 

b) Es cóncava hacia abajo en (-m,- 2), y cóncava hacia arriba en (-2, + m). No 
tiene puntos de inflexión. 

C )  Es cóncava hacia arriba en los intervalos 
2 

K 
y cóncava hacia abajo en los intervalos 

2 

sus puntos de inflexión son - + xn , O , donde n = 0, k1, t2,  .. . [n 1 
d) Es cóncava hacia arriba en el intervalo (-m, - 2) , y 

es cóncava hacia abajo en (-2, + m). 

Tiene un punto de inflexión en (-2, - 6). 

e) Cóncava hacia arriba en los intervalos (-oo,l) , (2, + m) , 

cóncava hacia abajo en el intervalo ( l ,2)  ; 

sus puntos de inflexión son (1 ,O)  y (2, - 4). 



PROPIEDADES BASICAS DE LAS FUNCIONES INVERSAS. 

1 1.1 DEFINICION. Decimos que una función y = f ( x )  tiene función inversa en el in- 

tervalo 1 si se verifican las dos condiciones siguientes 

(1) f ( x )  está definida en todo punto x  de 1 ; 

(2) para cada valor y,  que la función f ( x )  toma en el intervalo hoy exuctamente un 

X, en 1 tal que f (x , )  = y,  . 

Cuando las condiciones (1) y (2) se.-plen, se define la función x  = f y se le 
llama la función inversa de f ( x )  en el intervalo 1, mediante la siguiente regla: 

Para cada valor y de la función f ( x )  en el intervalo, escribimos 

x  = f - l ( y )  si y sólo si y = f ( x ) ,  con x  en 1. 

Nota. 

1) Una función puede tener inversa o no en un intervalo. 

2) Supongamos que tratamos de determinar si la funci6n y = f (z) tiene inversa en 
un intervalo. 



En muchos casos es posible resolver la ecuación 

expresando x en términos de y en forma explícita. 

Si resulta entonces que hay exactamente un valor de x para cada valor de y, la 
función dada admite inversa, la cual es dada por la expresión obtenida para x .  Por 
otra parte , si hay dos o más valores de x para algún valor de y, la función dada 
no admite inversa en el intervalo dado. 

En otros casos no es posible resolver explícitamente la ecuación (A) para x en 
términos de y, como por ejemplo, cuando se trata de las funciones trigonometricas. 
Veremos entonces que condiciones muy simples, tales como que la derivada de la 
función sea no nula en todo punto, garantizan la existencia de la función inversa 
en el intervalo. 

EJEMPLO 1. Encontrar la función inversa de y = 2 x  + 5 en el intervalo (-m, + m) si 
existe. 

SOLUCION. Despejando x en términos de y en la ecuación y = 2 x  + 5 resulta el único 

valor x = - y-5  , y por lo tanto, la función dada tiene inversa y es dada por 
2 

Y-5 X = - S  

2 

2 EJEMPLO 2. Hallar la función inversa de y = x - 3 , si existe, en cada uno de los si- 
guientes intervalos: 

(1) [-5,8] (2) (O, +m) (3) (-m, O] . 

2 SOLUCION. Resolviendo la ecuación y = x - 3 para x en términos de y resultan 
los valores x = i JY + 3 . 

(1) En el intervalo [-5,8] la función no tiene inversa pues, por ejemplo para y = 1 

hay dos valores de x = f J4 = f 2 en el intervalo. 

(2) En el intervalo (O, + m) la función dada tiene inversa pues para cada valor de y 
hay exactamente un valor de x > O tal que 

x = J y + 3 .  
La función inversa es dada por esta expresión. 
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(3) En el intervalo (-m, O] la función dada tiene inversa pues para cada valor de y 
hay exactamente un intervalo de x  I O tal que 

La función inversa es dada por esta expresión. 

3 x + 2  
EJEMPLO 3. Dada la función f ( x )  = - , 

x - 1  

hallar la función inversa si existe. 

SOLUCION. La función dada no está definida en x  = 1 . 

Resolvemos la ecuación 

para x  en términos de y  : x y - y  = 3 x + 2  o x ( y - 3 )  = y + 2 .  

y + 2  paratodo x t  1. resultando el único valor x  = - 
Y - 3  

Luego la función dada tiene inversa 

en todo x  + 1. 

1 1.2 TEOREMA. Sea y  = f ( x )  una función continua y creciente en un intervalo ce- 
rrado [a ,  b] . Entonces 

1) f ( x )  tiene inversa x  = f - ' (y)  en el intervalo dado ; 

2) f - ' (y)  estA definida en el intervalo cerrado [ A ,  B] , donde 

A = f ( a )  Y B = f ( b ) ;  

3) f es continua y creciente en [A, B] . 

La prueba de este teorema se da en el problema 11 de la sección 11.5 de problemas re- 
sueltos. 



Representación geométrica del teorema. 

Las gráficas de f (x) 

y f '(x) , son simé- 

tricas respecto de la 
diagonal y = x 

La figura muestra la gráfica de una ecuación f ( x )  continua y creciente en el intervalo 
cerrado [a ,  b] , y también la gráfica de la función inversa definida en el intervalo ce- 

rrado [A, B] , donde escribimos f - ' (x)  , llamando x a la variable independiente y, 
para obtener la gráfica de esta función referida al sistema de ejes XY. 

Resulta entonces que las gráficas de las funciones f (r) y f -'(x) son simétricas res- 
pecto de la diagonal y = x . 

En efecto, de b = f ( a )  o a = f -'(b) se sigue que P = ( a ,  b )  se encuentra en la gráfi- 

ca de f si y sólo si Q = (b,  a )  se encuentra en la gráfica de f - l .  

1 1.3 TEOREMA. Sea y = f (x) una función continua y decreciente en un intervalo 
cerrado [a, b] . Entonces 

1) f ( x )  tiene inversa x = f -'(y) en el intervalo dado ; 

2) f -'(y) estd definida en el intervalo cerrado [B, A] , donde 

A = f ( a )  Y B = f ( b ) ;  

3) f -'(y) es continua y decreciente en [B, A] . 

La prueba de este resultado es similar a la del teorema 11.2. 
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Si representamos con f - ' (x )  la función inversa, llamando x a Ia variable independien- 

te y , entonces las grhficas de f ( x )  y f - ' (x )  son sim6tricas respecto de la diagonal 
y = x .  

Las gráficas de f ( x )  

y f - ' ( x ) ,  son simé- 

tricas respecto de la 
diagonal y = x . 

3 EJEMPLO l. Hallar la función inversa de f ( x )  = -x  , y graficar f ( x )  y f - ' (x ) .  

SOLUCION. 
3 Resolviendo la ecuaci6n y = -x  , 

para x resulta el único valor 

x = -6, 
luego la huici6n inversa de f ( x )  es 

y llamando x a la variable independien- 
te y ,  obtenemos 

f - ' (x)  = -S . 

EJEMPLO 2. Encontrar la inversa de f ( x )  = Y ~ a f i c a r  f ( x )  Y f - l ( x ) .  



4x 
SOLUCION. Vamos a resolver la ecuación y  = - 

l +  1x1 
para x  en terminos de y. 

4x 
Caso 1: x 2 O. Entonces 1x1 = x  y en (A) se tiene y  = - 

l + x  

( l + x ) y  = 4 x  , Y  x = -  
4 - Y  

donde O < y < 4 ,  pues x > O ,  y 2 0 .  

4x 
Caso 2. x < O. Entonces 1x1 = -x y en (A) se tiene y = - 

1 - x  

( 1 - x ) y  = 4 x ,  x = -  Y  
4 + y  

siendo - 4 < y < 0 ,  pues x < O ,  y < O .  

Y  (B) y (C) pueden darse en una sola expresión x  = - 
4 - I Y ~  ' 

Y  con -4 < y  < 4 ; luego la función inversa existe y es dada por f = - 
- IYI 

X 
y llamando x a la variable independiente y,  resulta f - ' (x)  = - 

4-1.1 ' 
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1 1.4 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA. 

Lema. Sea y  = f ( x )  una función tal que 

1) es continua en el intervalo cerrado [a, b] , 
2)  f ' ( x )>O en a < x < b ,  o f ' ( x ) < ~  en a < x < b .  

Entonces la función f ( x )  tiene inversa x = f - '(y),  la cual estA definida y es continua 
en el intervalo cerrado de extremos f (a )  y f (b). 

Prueba. Por el teorema de 10.9, tenemos que 

Si f ' ( x )  > O en a < x  < b , entonces f ( x )  es creciente en [a, b] , y 

si f ' ( x )  < O en a < x  < b,  entonces f ( x )  es decreciente en [a, b] . 

Luego f ( x )  es continua y creciente o decreciente en el intervalo dado, y aplicando el 
teorema 11.2 o el teorema 11.3, según sea el caso, obtenemos la conclusión del lema. 

TEOREMA. Sea y  = f ( x )  una función que cumple las condiciones del lema. 

Entonces para todo número y entre f ( a )  y f (b )  se tiene 

df -' 1 
-(Y) = - 

d f  
, donde ~ = f - ' ( ~ ) .  

dy - (4 
di 

Nota. 

1) El teorema establece que la función inversa x  = f -'(y), que existe por el lema, es 
diferenciable en todo número y  entre f (a) y f (b) . 

2) Puesto que y = f (x ) ,  x  = f -'(y), la fórmula dada en el teorema se puede escribir 
dx 1 
-(Y) = -r donde x  = f -'(y). 
dy &(x)  



En forma breve 

También se emplea la notación 

PRUEBA DEL TEOREMA. Por el lema, la función inversa f - ' (y )  está definida en todo 
número y del intervalo cerrado de extremos f ( a )  y f (b )  . 

Sean y t yo números entre f ( a )  y f (b )  . Fijemos y, y escribimos 

Tenemos 

En efecto, 

lim x = q, 
Y-+Yo 

lim x = lim f - ' (y)  
Y+Yo Y+Yo 

(pues f - ' (y )  es continua) 

(dividiendo entre x - xo , pues x + xo ya que f ( x )  = y * yo = f ( x o )  .) 
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Entonces tenemos 

df -' f - l (y )  - f -l(yo) 
-(yo) = lim 

- - 
lim f ( x ) - f ( xo )  

- - 
lim 

f ( x ) - f ( x 0 )  

(por definición de derivada) 

(pues por (l), x  + xo cuando y  + yo 

(definición de derivada) 

Y esto es lo que queríamos demostrar. 

EJEMPLO 1. Sea la función f ( x )  = sen x  . 
1) Probar que tiene inversa en el intervalo cerrado [O, n/2] 

df -' 
2) Hallar -(y) 

dff l  (J") 
3) Evaluar - - . 

SOLUCION. 

1) La función dada es continua en el intervalo [O, ~ / 2 ]  y 

df 7t - = cosx > 0  en O < x < - .  

Luego por el lema de 11.4, f ( x )  tiene inversa f -' ( y )  definida en el intervalo 

cerrado de extremos f (O) = O  y f (ir/2) = 1 . 
2) Aplicando la fórmula de la derivada de la función inversa tenemos 

donde y =  f ( x )  en O < x < + .  



Puesto que y=senx , cosx = JiZX = Jg, 
resulta finalmente 

3) Sustituyendo y = $ en la fórmula que hemos obtenido 

EJEMPLO 2. Sea la función f (x) = x2 + 2x - 5 . 

1) Probar que f (x) tiene inversa en el intervalo [-A + m) y encontrar f -'(y) 

df -' 
2) Hallar -(y) empleando la fórmula de la derivada de la función inversa 

dy 

df -' 
3) Hallar -(y) derivando directamente la función f -'(y) 

dy 

df -' 
4) Evaluar -(lo) . 

dy 

SOLUCION. 

1) La función dada es diferenciable, y por consiguiente continua, en todo punto x. 

Además f t ( x ) = 2 x + 2 = 2 ( x + 1 ) > 0  cuandox>- l .  

Se sigue entonces del lema de 11.4 , aplicado en cada intervalo cerrado [-1, b] con 

b > -1 , que la función dada tiene inversa f en [-1, + m) . 
2 Para encontrar f -' (y) resolvemos la ecuación y = x + 2x - 5 para x en 

2 terminosdey: x +2x-(y+5) = 0 ,  dedonde x = - l f m ,  con - 6 < y ,  
y puesto que x 2 -1 debemos tener 

x = f - ' ( ~ l )  = -1+Jy+G , (A) 

que es la función inversa buscada. 
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2) Aplicando la fórmula de la función inversa tenemos 

df Pero - ( x ) = 2 x + 2  
dx 

= 2 ( - 1 + J y c a ) + 2  (reemplazando el valor dado en (A)) 

df -' 1 
Luego - ( y )  = - 

dy 2 3 3  ' 

3) De (A) tenemos f -' ( y )  = - 1  + m , 
df -' 1  

y derivando respecto de la variable y : - ( y )  = - , resultado idéntico 
dy 2- 

al obtenido en (2). 

df -' 1 
4) Para y  = 10 tenemos - ( l o )  = - . 

d ~  8 

1 1.5 PROBLEMAS RESUELTOS. 

2 PROBLEMA 1. Encontrar los intervalos en los cuales la función f ( x )  = x  - 6x + 8 
tiene inversa y hallar las respectivas funciones inversas. 

SOLUCION. Tenemos f ' ( x )  = 2x - 6  = 2(x - 3) . 

Luego f ' ( x )  > 0  en 3 < x  y f ' (x )  < O en x  < 3 , y por lo tanto, por el lema de 11.4, 
la función f ( x )  tiene inversa en cada uno de los intervalos [3, + m) y (-m,3] . 

2 Para hallar cada función inversa resolvemos la ecuación y  = x  - 6x + 8 

para x  en términos de y  , x ' - 6 ~ + ( 8 - ~ )  = 0 ,  

resultando x  = 3 f J y + 1  ; 



y por lo tanto f - ' (y )  = 3 + 4 3  es la función inversa de f ( x )  en el intervalo 

[3, + m )  , y f - ' (y )  = 3 - m es la función inversa de f ( x )  en el intervalo (-m, 31 . 

Observemos que las dos funciones inversas están definidas en [-l + m) 

4 
PROBLEMA 2. Encontrar los intervalos en los cuales la función f ( x )  = x + - tiene in- 

X 

versa y hallar las respectivas funciones inversas. 

SOLUCION. La función es continua en todo x + O . 

Tenemos 

Luego f ' ( x ) > O  si x c - 2 ,  o x > 2 ,  

y por lo tanto f (x) tiene inversas en cada uno de los intervalos (-m, - 21 , [-2,O) , 
( 0 , 2 ]  Y [ % + m )  

4 
Resolviendo la ecuación y = x + - para x en términos de y 

x 

obtenemos x = 
y f J z  2 , y 216. 

2 

Tenemos 

1) Inverso de f ( x )  en el intervalo (-m, - 21 . 

vemos por simple inspección, por ejemplo, evaluando en y = -5 , que el signo 
es - , y por lo tanto 

es la inversa de f ( x )  en el intervalo. 
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2) Inversa de f ( x )  en el intervalo [-&O). 

vemos por simple inspección, por ejemplo, evaluando en y = -5 , que el signo es 
+, y por lo tanto 

y + J y 2  -16 
f " ( y )  = 

2 

es la función inversa en el intervalo. 

Procediendo en forma anhloga, evaluando esta vez en y  = 5 , encontramos que 

3) inversa de f ( x )  en el intervalo (0,2] es f - ' (y) = 
y  - JG 

9 

2 

4) inversa de f ( x )  en el intervalo [2, + m) es f - '(y) = 
y  + JG 

2 

PROBLEMA 3. Probar que la función 

tiene inversa en (-m, + m) y hallar f - ' (y) . 

SOLUCION. Tenemos 

y por lo tanto f ' ( x )  + O si x  # O. 

Luego f ( x )  tiene inversa en cada uno de los intervalos (-m, O] y [O, + m) . 



Resolviendo las ecuaciones y  = si X S O  
1 + X 2  

para x en términos de y se obtienen las siguientes funciones inversas 

de f ( x )  en los intervalos (-m, O] y (O, + m), respectivamente. 

PROBLEMA 4. 

(1) Probar que la función y = tg x  tiene inversa en el intervalo (- f, +) . 
(2) Designando por arc tg y (función arco tangente) la función inversa de tg x  , 

d  1  
probar que - arc tg y = - -m<y<oo.  

d y  l + y 2  ' 

SOLUCION. 

1) La función y = tg x es difereneiable en el intervalo (- +, 5)  con 

Luego, por el lema de 11.4, la función tg x tiene inversa en el intervalo dado. 

2) Aplicando la fórmula de la derivada de la función inversa (teorema de 11.4) 
tenemos 

d 
pero - tg x  = sec2 r = 1 + tg2x = 1 + y2 , 

dx 

y por lo tanto 
d  1  -are tg y = - 
d y  l + y 2  ' 

que era lo que queriamos demostrar. 
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PROBLEMA 5. Encontrar los intervalos en los cuales la función f ( x )  = x2 - 81x1 + 9 

tiene inversa y hallar las respectivas funciones inversas. 

SOLUCION. Tenemos 

Y 

Luego 

y la función f ( x )  tiene inversa en cada uno de los intervalos (-m,- 41 , [-4,0] , 
[o941 Y [ 4 , + ~ )  

Resolviendo la ecuaci6n y  = f ( x )  para x  en téminos de y  encontramos 

-41J25-y cuando x < O  
x  = ( 

4 k J 2 5 - y  cuando x 2 0 .  

(1) En el intervalo (-a,- 41 se tiene x  S -4 , y por lo tanto 

f - l ( Y )  = - 4 -  ,/aS-y . 

(2) En el intervalo [-4, O] se tiene -4 < x S 0 ,  y por lo tanto 

f - l ( y )  = - 4 + J25-j . 

(3) En el intervalo [O, 41 la inversa de f ( x )  es 

f - ' (y )  = 4-  J25-y 



(4) En el intervalo [ 4 ,  + m) la inversa de f ( x )  es 

f - l ( y )  = 4 + ,/- . 

5 3 PROBLEMA 6. Sea f ( x )  = x + x . 

(1) Probar que f ( x )  tiene inversa 

(2) Hallar el intervalo en el que f - ' (y )  esth definida 

df -' 
(3) Hallar - ( -2)  . 

dy 

SOLUCION. 

(1) Puesto que f ' ( x )  = 5x4  + 3x2  > O si x t O ,  por el lema de 11.4 la función f ( x )  

tiene inversa en ( - a ,  + m). 

(2) Sea y = x5 + x 3 .  

De lim y=+oo y lim y = - a ,  
x++m x+-m 

vemos que f - ' ( y )  está definida en el intervalo (-m, + a ) ,  esto es en todo número 

Y- 

(3) Para y = -2 vemos por simple inspección que x = -1 satisface -2 = f (-1) .  

Luego por la fórmula de la derivada de la función inversa 

df -' 1 
y sustituyendo y = -2, x = -1, resulta - ( -2 )  = - . 

d~ 8 

-5 
PROBLEMA 7. Sea f ( x )  = 

x 6 + 3 x 2 + 1  ' 

(1) Encontrar los intervalos en los cuales f ( x )  tiene inversa. 
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(2) Encontrar los intervalos en los cuales cada función inversa f -'(y) esta definida. 

(3)  Hallar ( f )  (-1 cuando -1= f(1) y -1= f(-1). 

SOLUCION. 

\ I (1) Tenemos f ' ( x )  = 2 ' 

(x6 + 3x2 + 1) 

Luego f ' ( x )  < O si x<O 

Y . f t ( x )  > O si x>O,  

y por consiguiente, f ( x )  tiene inversa en los intervalos (-m, O] y [O, + m). 

Nótese que f ( x )  5 -5 . 

(2) En (-m,O] tenemos f (0)  = -5 y lim f ( x )  = O , 
%-+-o0 

luego la inversa de f ( x )  en ( - c o , ~ ]  está definida en el intervalo [-S, 0). 

En [O,+ m) tenemos f ( 0 )  = -5 y lim f ( x )  = O ,  
*++m 

luego la inversa de f ( x )  en [O, + a) tambibn este definida en el intervalo [-5,O). 

(3)  De la fórmula de la derivada de la función inversa (teorema de 11.4) 

tenemos donde y  = f ( x )  , 

t 

Luego si y=-1 ,  x=-1, resulta (f- ') (-1) = -&;  
1 

Y y=-1,  x=i, resulta ( f - ' ) ( -1)  = + .  

PROBLEMA 8. Usando diferenciaci6n implicita en la ecuación y2 - 3x2 - 2y - 8 = 0 
dY dx encontrar los puntos (x ,  y) en los cuales - y - son recíprocos. 
dx dy 



SOLUCION. Derivando implícitamente respecto de x 

resulta 

y derivando implícitamente respecto de y 

obtenemos 

d y d r  1 .  De (1) y (2) vemos que no se cumple -.- = 

d~ dx solamente cuando - = O o - = O, esto es cuando x = O o y = 1. 
dx d~ 

Ahora bien para x = O, resolviendo la ecuación de la curva tenemos 

2 y - 2 y - 8 = 0 ,  

de donde y = -2,4 ; 

Y Para y = 1, resolviendo la ecuación de la curva tenemos 

valores que no son reales. 

dx 
dy y - son recíprocos en todo punto (x, y) t (O, - 2) y (O, 4) de la curva. Luego - 
d=2 d~ 

PROBLEMA 9. Si f (x) y su inversa f son diferenciables, usando la regla de la 

cadena probar directamente la fórmula de la derivada de la función inversa. 

SOLUCION. Tenemos x = f -' (y) , y = f (x) . 

Luego por la regla de la cadena 
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df -l 1 
de donde - ( y )  = - 

dy - df (4 
rlx 

que es lo que queriamos demostrar. 

df -' 
PROBLEMA 10. Hallar - ( y )  para cada una de las siguientes funciones en 

dy 
Y = f ( x ) .  

SOLUCION. Aplicamos la fórmula 

(1) Tenemos f t ( x )  = 5x4 -15. 

Luego sustituyendo 3 = f (2) en la f6rmula (*) 

(2) Tenemos f ' ( x )  = - 3  sen 3x.  

1 
Luego sustituyendo ; = f(%) en la fórmula (*) 

PROBLEMA 11. Sea y  = f ( x )  una funci6n continua y creciente en un intervalo ce- 
rrado [a, 61. Probar que 



(1) f ( x )  tiene inversa x = f -'(y) en [a, b] . 
(2) f -'(y) eetá definida en el intervalo cerrado [ A ,  B] donde A = f ( a ) ,  y B = f ( b )  . 

(3) f -'(y) es creciente en [ A ,  B] . 

(4) f -'(y) es continua en [A ,  B]  . 

(1) De acuerdo a la definición de función inversa 11.1, debemos probar que para cada 
valor yo de la función hoy emctamente un xo en [a,b] tal que yo = f ( xo )  . 
Por reducción al absurdo supongamos que hubiesen dos números distintos 

De xo + x, se tiene xo < x,  o x,  < xo , y por lo tanto, por ser f ( x )  creciente 

f ( x o ) < f ( x , )  O f ( ~ l ) < f ( ~ O ) .  

Luego en cualquier caso f (xo ) # f ( x ,  ) , lo cual contradice (*). 

Así, para'el valor yo hay exactamente un xo en [a, b] talque yo = f (xo ) . 

(2) Puesto que y = f ( x )  es creciente se cumple f ( a )  í f ( x )  S f ( b )  o A < y S B para 
todo valor y de la función. 

Luego los puntos y en los cuales f ' ' ( y )  estd definida se encuentran en el 
intervalo [ A ,  B]  . 

Falta ver que f - '(y) está definida en todo punto y de [A, B]. 

Ahora bien dado yo tal que A S yo S B o f ( a )  S yo S f ( b )  , 
siendo f ( x )  una función continua , por el teorema del valor intermedio (7.9) 

existe un x, en [a, b] tal que yo = f (x,). Luego el número dado y, es un valor 

de la funci6n y por lo tanto f -'(y) Bsta definida en y,. 

(3) Debemos probar que f -'(y1) < f -'(y2) si y, < y, en [A$] . 

Escribimos x ,  = f -'(y1), x2 = f - '(y2); esto es y1 = f (x ,) ,  y2 = f ( x? ) ,  donde 
x ,  , x2 se encuentran en [a, b] 

Entonces debe cumplirse f -'(y1) < f -'(y,) pues de lo contrario 
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por ser f (x) creciente; luego y, < y,, lo cual contradice y, < y,. 

Asi f -' (y) es creciente en [A, B] . 

(4) Debemos probar que f -' (y) 

(i) es continua en todo yo tal que A < yo < B, 

(ii) es continua por la derecha en A, 
(iii) es continua por la izquierda en B. 

Nos contentaremos en demostrar (i), siendo las pruebas (ii) y (iii) similares a la 
de (i). 

Asi vamos a probar que lim f = f cuando A < yo < B, esto ea, dado 
Y+Yo 

un E > O debemos encontrar un 6 > 0 tal que 

Puesto que a = f -'(A) < f -'(yo) < b = f -l(B) podemos suponer que 

de manera que f i E se encuentran en (a, 6). 

Entonces de f -,(yO) - E < f -,(YO) < f  YO) + E 

por ser f (x) creciente se tiene Al < yo < B, . Sea 6 = min {YO - Al. 4- YO} > 0 .  

Luego A l s y 0 - 6 ,  y yo+6SBl .  

Finalmente, para todo y tal que 1 y - yol < 6 

se tiene A, I yo-6  < y  < y o + 6  5 B, o A l < y < E 1 .  

y puesto que por (3) f es creciente, 

esto es 1 f - f 1 < E . Lo cual demuestra que f es continua en 

Yo 



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS. 

Una aplicación de la teoría de las funciones inversas que hemos desarrollado en 11.1 se 
encuentra en el estudio de las funciones trigonométricas inversas, que procedemos a 
considerar en seguida. Vamos a demostrar que en ciertos intervalos de longitud n ,  
las funciones trigonométricas sen x ,  cos x ,  tg x ,  ... tienen inversas que se designan 
con arc sen x  , arc cos x ,  arc tg x ,  . .., respectivamente. 

1 1.6 LA FUNClON ARCO SENO. 

d 
Puesto que -sen y = cos y > O en - a < y < , por el lema de 11.4 la función 

dy 
sen y tiene inversa en el intervalo [- $, $1, la cual está definida y es continua y 

creciente en el intervalo cerrado de extremos sen (- $) = - 1 y sen ($) = 1. 

Llamando y = arc sen x  a tal función inversa tenemos entonces la siguiente defi- 
nición. 

Delinfcih. Para todo x  tal que -1 5 x  S 1 se define 

y=arcsenx  siysólosi x = s e n y  y - $ < y < $ .  

TEOREMA. Derivada de la función arco seno. Se cumple 

PRUEBA. Aplicando la fórmula de la derivada de la función inversa (teorema de 11.41, 
tenemos 

donde x  = sen y .  

Pero 

- arc sen x  = d 9 

dx - sen y 

d 
-seny = cosy = J- = dl-xl , 
dy 

y sustituyendo este valor en (1) resulta la fórmula del teorema. 

Gráfica de la función arco seno. La gráfica de la función y = arc sen x  es dada en 
la siguiente figura. 
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1 1.7 LA FUNCION ARCO COSENO. 

d 
Puesto que - cos y = - sen y < O en O < y < IK , por el lema de 11.4 la función 

dy 
cos y tiene inversa en el intervalo [O,n], la cual está definida y es continua y de- 
creciente en el intervalo cerrado de extremos cos O = l y cos K = -1. 

Llamando y = arc cos x a tal función inversa tenemos entonces la siguiente definición. 

Definición. Para todo x tal que -1 S x S 1 se define 

y=arccosx siysólosi x=cosy, y O l y S n .  

d TEOREMA. Se cumple -arc cos x = 
1 

dx -'m ' 
-l<x<l. 

La prueba de está fórmula es análoga a la dada para la hnción arco seno. 

Omitimos detalles. 

1 1.8 LA FUNCION ARCO TANGENTE. 

d 2 
Puesto que - tg y = sec y > O en - $ < y < 3 , la función tg y tiene inversa en 

dy 
el intervalo abierto (- +, +) . Observemos que tg x no está definida en - 5 ni en +. 



De lim tg y = - eo y limx tg y = + eo, vemos que la función está definida y es 
X 

y+-- y++- 
2 2 

continua y creciente en el intervalo (-m, + a). 

Llamando y = arc t g  x  a la función inversa tenemos la siguiente definición 

Definkh. Para todo x  se define 

y = a r c t g x  siysólosi x = t g y ,  - + < y < $ .  

TEOREMA. Derivada de la hnción arco tangente. 

Se cumple 
d 1 

- a r c t g x  = - para todo x. 
dx 1 + x 2  

PRUEBA. Aplicando la fórmula de la derivada de la función inversa se tiene 

d 1  

donde x= tgy .  

y sustituyendo este valor en ( 1 )  resulta la fórmula deseada. 

G&ka de la función arco tangente. 
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Procediendo como en los casos anteriores se justifican las siguientes definiciones. 

1 1.9 LA FUNCION ARCO COTANGENTE. 

Definición. Para todo x se define 

y=arcc tgx  siysólosi x = c t g y  , O < y <  K. 

d 1 
Se cumple -8rcctgx = -- -a<x<+oo.  

dx l + x  2 '  

(ver problema 9 de la sección 11.13). 

1 1.10 LA FUNCION ARCO SECANTE. 

Deflnicih. Para todo x tal que 1x1 > 1, se define 

y=arcsecx  siysólosi x=secy ,  y O I y l x ,  y # + .  

Nota. El valor y = 5 está exluido en la definición, pues sec y no está definida allí. 

Se cumple 
d - arc sec x = 

1 

d=c 
1.1 J.' - Ix" li 

(Ver problema 11 de la sección 11.13). 

Gráfica de la función arco secante. 



1 1.1 1 LA FUNCION ARCO COSECANTE. 

Definición. Para todo x tal que 1x1 2 1, se define 

y=arccosecx  s iysólos i  x=cosecy y - - $ - S y S $ - ,  y + O .  

Nota. El valor y = 2 está excluido en la definición, pues sec y no está definida allí. 

Se cumple y = arc cosec x = - 
1 

1x1 > 1. 
1x1 JXZ-1 ' 

(ver problema 14 de la sección 11.13). 

1 1.12 TABLA: Derivadas de las funciones trigonométricas inversas. 

Sea v = v ( x )  una función diferenciable. 

Entonces empleando la regla de la cadena y las derivadas de las funciones arco seno, 
arco coseno, . . . , obtenemos la siguiente tabla: 

d dx 
(3) - arc tg v = - 

dx l+ v 2  

dv 
. - 

d 
(5)  - arc sec v = dx 

dx tul. Ju"-1 

d d x  
(2) - arc cos u = - 

dx JZ 

d 
(6) - arc cosec v = dx 

dx iul. ,/E 

1 1.13 PROBLEMAS. 

PROBLEMA 1. Probar que arc cos x = 8 - arc sen x si 1x1 < 1. 

SOLUCION. Sea y = arcsen x o x = sen y ,  donde - $ S  y <$. 
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Tenemos O < + - y s  n y c ~ s ( f - ~ )  = -sen(-y) = seny  = x .  

Por lo tanto, por la definición 11.7 de la función arco coseno, se tiene 

arccosx = $ - y  = A-arcsenx. 2 

PROBLEMA 2. Hallar sen (arc tg (-2)). 

SOLUCION. Sea 0 = arc tg (-2). 

n 7t 
Luego @ e = - 2  y - - < O < - .  

2 2 

-2 2J5 - -- Luego sen 8 = - - 
J5 5 

PROBLEMA 3. Encontrar el valor de 

(1) y = x  arcsenx en x = *  (2) y = sen(-Q a rc tgx)  en x =  1. 

SOLUCION. 

(1) Sea u = a r c s e n a .  Luego i = s e n u ,  

-$ < u < f y el único valor u que satisface ambas condiciones es u = O. Luego 

y = i a r c s e n i  = +. 
(2) Sea u = a r c t g l  . Luego i = t g u ,  -f < u < f ,  y el único valor de u que 

satisface ainbas condiciones es u = 2 .  

Luego y = sen [- +(+)] = - 3 . 

PROBLEMA 4. Hallar aK: sen (cos(- g)) . 

45 J3 SOLUCION. Tenemos u = cos (- 2) = cos (g) = 2 y v = are sen si y 8610 si 

$=senv  y - + < u < $  

El único valor de v que satisface ambas condiciones es $ . 

PROBLEMA S. Hallar cos [2 arc sen (- $)l. 



SOLUCION. Sea u = arc sen(- S). Luego sen u = - S, - 8 < u < 2 

2 Tenemos cos2u = l - 2 s e n  u = l - 2 . ( ~ ) '  = -a 
169 ' 

PROBLEMA 6. Dado el valor u = arc ctg (- f) , hallar 

(1) s e n u  (2) sec u (3) cosec u . 

SOLUCION. Por definición de la función arco cotangente tenemos 

u = arc ctg (- 4) si y sólo si - J = c tgu  y O < u < x . .  

Luego 

RESPUESTAS. 

2 J 5  (1) s e n u  =a (2) sec u = -J5 (3) cosec u = - f i  2 

PROBLEMA 7. Hallar el valor de cos (are sen 8 - arc tg  3) . 

SOLUCION. Sean u = arc  sen Q , v = arc tg f (1) 

Tenemos C O S ( U - U )  = COSU.COSV + s enu . s env  (2) 

1 X 51: 
De (1) sabemos que sen u = - , S U S - .  

3 2 

2 f i  
Luego cos u = - 1 

, s e n u = - .  
3 2 

J5 Luego sen v = - 2 6  , C O S V = -  5 - 
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Sustituyendo en (2) los valores obtenidos 

4 J i ¿ i + J 5  
COS (u - u) = (q) (*) + (+) (+) = . 

PROBLEMA 8. Hallar arc cos (q) + arc cos (g) . 

3m 2J5 SOLUCION. Sean u = are cos -io- , v = are cos . 

Tenemos cosu = %, 0 < u < n ,  

cosv = +, O < v < n ,  

Luego O < u + u l n  yaque u , u S Q  (verfiguras), 

Y cos (U + u) = cos U . cos U - sen u . sen v 

Luego por definición de arco coseno 

u,+ v = arc cos (2) = + . 

PROBLEMA 9. Derivada de la funci6n arco cotangente. 

d 1 
Probar que -arcctgx = -- para todo x. 

dx l + x 2  ' 

SOLUCION. Para la fórmula de la derivada de la función inversa tenemos 

d 
-arc ctg x = 

1 
d , donde x = ctg y . 

dx -c& Y 



d 2 2 2 
Pero -ctgy = -cosec y = - ( i+c tg  y) = -1 -x  , 

dy 

y sustituyendo este valor resulta la fórmula deseada. 

PROBLEMA 10. Calcular y = tg [are sec (i) + arc cosec (- y)] . 

tg u + tg u 
SOLUCION. Tenemos y = tg (u + u) = 

1 - t g u . t g u  

donde = a S ($1 , u = a, cosec (- -+$) . 

O < u l l t ,  Pero sec u  = 6 (definición de arco secante) 

Y cosec u = - % , - $ < v < +  (definición de arco cosecante). 

Luego 

5 

4 12 
dedonde t g u  = - y tgv  =--.  

3 5 

16 
Sustituyendo estos valores en (1) resulta y = - - . 

63 

PROBLEMA 1 l .  

(1) Probar que 

(2) Probar que 

arc sec x = arc cos , para 1x1 > 1 tl 
d - 1 

arc sec x = 
dx 
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SOLUCION. 

1 
(1) Puesto que 1x1 > 1 se tiene -1 < - 2 1 . 

X 

Luego el valor y = arc cos es determinado de acuerdo a la definición de 11.2. 

1 

(S) 
Esdecir cosy = - , donde O s y r n  ; 

X 

Tc 1 
pero y + -  pues - # O ,  osea cosy#O . 

2 X 

Tenemos entonces sec y = x , donde O 5 y S n , 

y por lo tanto y = arc sec x , por la definición de 11.10. 

Esto prueba la igualdad deseada. 

(2) Tenemos 
d d 
- arc sec x = 

cos [ )] dx dx 
(por ( 1)) 

PROBLEMA 12. Calcular y = sen [arc cos (- 3) + 2 arc sen(- +)] . 

SOLUCION. 

(1) Tenemos u = arc cos (-3) si y sólo si cos u = - $ y O 5 u 5 n . 

Luego 

J5 senu = - 
3 



(2) Tenemos 

Luego 

Resulta entonces 4 4 5  sen2v = 2senv.cosv = -- 9 ' 
2 2 cos2v = cos u-sen v = 4. 

Finalmente empleando los valores obtenidos calculamos el valor de y : 

PROBLEMA 13. Hallar el valor de y = 2arc tg (+) - arc tg (- 3) . 

SOLUCION. Tenemos u = arc tg  (#) , 
1 

@ u = -  y - + s u s p ,  
3 

y =...e(-+) , 

Luego y = 2u - v 

1 X Tt 
tgv  = -- y - - < V I -  

7 2 2 
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Para despejar el valor de y en términos de la función arco tangente nos falta determi- 
nar el intervalo en el que se encuentra el valor de y. 

Ahora bien de (A) vemos que 2u se encuentra en el primer cuadrante, 

Y de (B) que v se encuentra en el cuarto cuadrante. 

Luego -u está en el primer cuadrante, y por lo tanto la suma 

y = 2u + ( -u )  está en el primer o segundo cuadrante. 

X 
Finalmente, puesto que tg y > O debemos tener O r y 5 - . 

2 

X 
Luego tenemos t g ~ = l ,  O I y I - ,  

2 

X 
y esto significa que y = arc tg 1 = - . 

4 

PROBLEMA 14. Derivada de la función arco cosecante. 

d -1 
Probar que - arc cosec x = , p a r a I x l > l .  

dx 1x1. Jr2-1 
SOLUCION. Por la derivada de la función inversa tenemos 

- arc cosec x = 
d , 

dx - cosec y 
dy 

X 7C 
donde x = cosecy , - - I ~ I - .  

2 2 

d 
Pero -cosec y = - cosec y . ctg y = - x . ctg y , 

dx 
2 2 2 

Y ctg y = cosec y - 1 = x - 1 

ctg y = f ,/E. 
X 

Ahora bien, si x c -1 entonces -- 2 y < O , y ctg y < 0 , 
2 

K 
Y s i x > l ,  entonces O < y < - ,  y c t g y > O .  

2 



Así, 
d - cosec y = x J r 2 - 1  si x < - í  

d~ - x J Z  si x > i ,  

y resumiendo en una simple expresión 

d 
- c o s e c y = - 1 x 1 . J X l - l ~  para I x l > l .  
dy 

Sustituyendo este valor en (A) produce la igualdad deseada. 

Nota. Se puede hallar la derivada de la función arco cosecante procediendo como en el 
problema 1  1 .  

Esto es, primero se demuestra la igualdad cosec ( x )  = are sen para 1x1 > 1 ,  y lue- (3 
go se derivan ambos miembros. 

PROBLEMA 15. Encontrar las derivadas de las siguientes funciones: 

(1) y = m tg 2 x 3  (2) y = are sen (JS) (3) y = are cos 

SOLUCION. Aplicamos directamente las fórmulas establecidas en la tabla 11.12.  

d 3 - 2 x  
dy dx (1) - = 

6 x2 
=- , donde hemos tomado u = 2x3. 

dx 1 + ( 2 x ~ ) 2  1 + 4 x 6  

(2) Haciendo U = Js, resulta 

2 1 - x  
(3) Si u = - entonces 

1 + X 2  

d l x  --[<) 
dx l + x  / 
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PROBLEMA 16. Derivar las siguientes funciones 

a + x  
(3) y = arc tg - 

1-ax 

2 (4) y = arc cos(1- x )  + J 2 x  - x  . 

SOLUCION. 

X 
(1) Tomemos v = - . Luego 

a 

1 - - 
d x -1 - arc cos - = , puesto que a > O 
dx 

1 - 
- X  - x  - a 

(2) Tenemos - = 

(3) Tenemos 



PROBLEMA 17. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones 

1 
(3) y = arc cosec - 

X 

(2) y = arc sen x 312 

2 
( 5 )  y = x arc cos x .  

SOLUCION. 

X 
(4) y = arc ctg - 

3 

dy 
2 

X - 2 x arc cos x - - (5 )  - - 
dx ,ll_X2 ' 
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PROBLEMA 18. Encontrar las derivadas de las siguientes funciones 

(2) y = x 41-x2 + arcsenx 

arc tg x 
(3) y = - (4) y = JEGZX. 

X 

SOLUCION. 

d d 
dy 

x.-are tg x - arc tg x.-(x) 
(3) - = dx dx 

#. 

L1 - (arc sen 5x) 
dy - (4) - - - - ,/* 
dx 2 ,/are sen 5x 2 ,/m sen 5x 

PROBLEMA 19. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones 

2 x  X 
(1) y = arc tg7 

2 
(2) y=arctg-+arcctg- 

1-x 2 x 

(3) y = are sen (arc cos x) (4) y = are sec J F Z  . 



SOLUCION. 

u 

dy 
- (arc cos x) -1 - 3 - - dx 

" ,/m = J [ l - ~ 2 1 . [ 1 - ( ~ ~ c c o s x > ~ ]  

dy PROBLEMA 20. Usando derivación implícita hallar - 
dx 

3 (1) x s e n y + x  =arctg y (2) arc sen (xy) = arc cos (x + y).  

SOLUCION. 

(1) Tenemos d~ dx seny + x cosy.- + 3 x 2  = - " l + y 2  

Luego despejando y' = 2 resulte 
dx 

(3x2 + sen y) (1 + y2)  
y' = 

1 - ( 1 + ~ ~ )  x cos y 
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PROBLEMA 21. Hallar la derivada de las siguientes funciones 

x sen a 
(3) y = arc tg 

1-x cosa 

2  2  (2) y = arc sen x + arc cos x 

SOLUCION. 

(1 - x cos a)  sen a - (x sen a) (- cos a)  
2 2 2  (1-xcosa) + x sen a 

sen a 



PROBLEMA 22. Calcular la derivada de las siguientes funciones 

SOLUCION. 

d~ 2 sec2 x tg2x - 
2 sen x 

(2, - = ,E. - 1  = - 
dx 2 + tg2x 2+tg2x l + c o s 2 x '  

PROBLEMA 23. Encontrar y' = - dy de la función y dada por las funciones pararnétri- 
dx 

cas 
1 t 

x = arc COS- y = arc sen- 
J-3' J-2' 
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SOLUCION. Tenemos 

Luego 

dy Y  PROBLEMA 24. Hallar - en el punto (-3,4) si Jm = 2  arc tg - + C .  
dx X 

SOLUCION. Derivando la ecuación implícita respecto de x 

dy x J x 2 + y 2  + 2 y  - de donde - - 
~ x - ~ J w  

y evaluando en x = -3 , y = 4 , 



PROBLEMA 25. Una luz está a 2 Km. de una playa recta y da vueltas a 4 r.p.m. ¿Con 
qué rapidez se mueve la sombra de la luz a lo largo de la playa cuando la sombra esta a 
3 Km. del punto en la playa más cercano a la luz? 

SOLUCION. 

Tenemos 

de 4 ( 2  x) radianes - - - rad 
= 8 x - ,  

dt min min 

S = 2 tg 0 (ver figura) 

Para S = 3 se tiene 3 = 2 tg 0 , 

t g 0  = 3  2 , 

2 
Y sec 0 = i + tg20 = + ,  

dS 
y por lo tanto - = 2 (T) (8x) Km/min 

dt 

PROBLEMA 26. Un cuadro de 3 m. de altura se coloca sobre una pared vertical con su 
base 1 m. arriba del nivel del ojo de un observador. 

Si el observador se acerca a la pared a razón de 5 m/min hallar la. rapidez con que 
cambia la medida del ángulo subtendido por el cuadro desde el oio del observador, 
cuando éste se encuentra a 3 metros de la pared. 

SOLUCION. 
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En la figura el punto O corresponde a la posición del ojo del observador. 

Tenemos 4 = x tg(O+a), 

1 =  x t g a  

Luego O = a r c t g [ t )  - a 

de donde 0 = arc tg [t) - are tg [:) 

dx 
y para x  = 3 m , - = -5 m/min (el signo es menos pues x decrece) resulta 

dt 

PROBLEMA 27. Una estatua de 6 m. de alto tiene su base a 2 m. arriba del nivel del 
ojo de un observador. qué distancia de la estatua debe colocarse el observador para 
el dngulo subtendido desde su ojo por la estatua sea mtkimo? 

SOLUCION. 

Buscamos el valor de x que hace 0 máximo. 

Tenemos x = 2 ctg a 



Luego a = arc ctg [:) , 

0 +o = arc ctg (i) , 

O = arc ctg [i) - are ctg [i) , 

Por las condiciones del problema consideramos solamente valores de x > O y por lo 
tanto 

Luego 0 tiene exactamente un extremo relativo en x = 4 en el intervalo (O, + a), y 

por el teorema 1 de 10.12, tiene un extremo absoluto allí. 

x 

O < x < 4  

x = 4  

4 < x  

Luego Omx.abs. se obtiene en x = 4 m. 

PROBLEMA 28. Un cuerpo M se mueve a razón de 
5 m/seg a lo largo de un diámetro de un patio 
circular. 

8' 

+ 
O 

- 

Una luz ubicada en uno de los extremos de un 
diámetro perpendicular al anterior proyecta la 
sombra de M sobre la pared circular. 

CONCLUSIONES SOBRE 8 

es creciente 

tiene un maximo relativo 

es decreciente 

¿Con qué rapidez se mueve la sombra a lo largo de 
r 

la pared cuando M se encuentra a - m. del 
2 

centro del patio, donde r metros es el radio del 
patio? 
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SOLUCION. 
X 

En la figura tenemos 0 = - (1) 
r 

(por semejanza de triángulos) 

De (2) y (3) obtenemos 
r sen 0 = y (1 + cos 0) 

0 
y = r t g -  

2 

0 0 0 
(pues sen 0 = 2 sen - cos - l+ cos 0 = 2 cos2 - ). 

2 2 '  2 

 si 0 = 2 arc tg (5). 

r dy ' dx Luego para y = - - = 5 , resulta - = 8 m/seg . 
2 ' dt dt 

K 
PROBLEMA 29. Robar que - = 4 arc tg [:) - arc tg (L) 

4 239 

R 
PROBLEMA 30. Demostrar - = 3 arc tg (:) + are tg (G) + are tg (L) 

4 1985 

PROBLEMA 3 1. Sea -1 < x < 1. Si n es un entero positivo se definen 



1 - r n + i  2 2 
a) Usando la identidad = l + r + r  +...+ r n  con r = - x  probarque 

1- r  
2 n+2 

n + i  X RA ( x )  es igual a (-1) - 
l + x 2  ' 

b) Aplicando el teorema del valor medio (10.2) a la función Rn ( x )  , en el intervalo 

determinado por O y x, demostrar que 1 R, ( x )  1 S (x12 y are tg ( x )  r Pn ( x )  

con un error menor que I X ~ ~ ~ + ~  

OD x ~ ~ + ~  
C )  Probar que arc tg ( x )  , -1 < x < 1, es la suma de la serie (-1)" - 

I Z = O  2 n + l  

PROBLEMA 32. 

a) Calcular el valor de K con 3 dígitos decimales, esto es con un error menor que 
0.001, usando la identidad del problema 29 

y los valores aproximados P2( l /5 )  de arc t g  ( Y 5 )  y P,( l /239)  de are tg (l/239), 
dados por b), problema 31. 

b) Hallar m y n tales que P, (Y5) y Pn ( l / 2 3 9 )  den un valor de rr con un error 

menor que 10". 

Indicación: m y n pueden ser elegidos de modo que 16 x ( l /5 )2m+3 Y 

4 x ( ~ 2 3 9 ) ~ " ' ~  sean menores que lo6 1 2 

FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIAL. 

1 1.14 LA FUNCION LOCARITMO NATURAL. 

DefinlcIbn. Para todo x > O se define la función ln x de la siguiente manera 

I 1 &ea bajo la curva y = - entre 1 x, si x 2 1 
X 

l n x  = 
1 

-8reabajolacurva y = - entre x y 1, si O < x <  l. 
X 
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Así en la figura l n a =  áreade A ,  lnb = -Breade B. 

Nota. 
In x  > O  si x > l  

(1) Ile la definición se tiene ln1=0  si x = l  

h x < O  si O < x <  l. 

(2) La definición que hemos dado de la función logarztmo natural, ln x ,  se basa en 
nuestra idea geométrica de área bajo una curva. 
Cuando se define el concepto de integral definida (Cálculo integral) se prueba 

1 
que la curva y = - , que es continua sobre el intervalo ( O ,  + m), tiene Area sobre 

X 

cualquier intervalo cerrado [a,  b] , donde O < a < b , la cual puede ser calculada 
como el límite de la suma de las áreas de rectángulos inscritos (o circunscritos) a 
la curva, y cuyas bases se encuentran en el intervalo [a,b] 

Lema. Si O < a < b ,  entonces se cumple 

1 
ln b - ln a = área bajo la curva y = - entre a y b. 

x  

Prueba. Tenemos 

(1) Si 1 a < b entonces 

ln b = área bajo la curva entre 1 y b , 

ln a = área bajo la curva entre 1 y a , 

y ln b - ln a = área bajo la curva entre a y b , (ver figura). 



(2) Si O < a < 1 < b entonces 

ln b = Brea bajo la curva entre 1 y b , 

ln a = - área bajo la curva entre a y 1 , 

y ln b - ln a = (Brea entre 1 y b ) + (Brea entre a y 1) 

= área entre a y b .  

(3) Si O < a < b < 1 se procede en forma análoga, 

Así la prueba del lema queda concluída. 

TEOREMA 1. Derivada de la función logaritmo natural. 

La función ln x es diferenciable y para todo x > O , se cumple 
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PRUEBA. Fijemos un x > O. Debemos probar que 

ln (x + h) - ln x 1 
lim = -, 
h + ~  h x 

Caso 1: h > O. Tenemos 

Ares del rectángulo inscrito < Area bajo la curva entre x y x + h 

< Area del retángulo circunscrito , 

y sustituyendo ln (x + h) - ln x , de acuerdo al lema anterior, 

h . ( & - )  < l n ( x + h )  - l n x  < h .  (3 
1 ln (x+h)  - l n x  1 

- <  
h 

< - ,  
x + h x 

1 
restando - en los tres términos 

X 

- h l n ( x + h )  - l n x  1 < 
< - -  

x ( x + h )  h x 

lo cual implica 



Caso 2: h < O. Mediante un procedimiento análogo al efectuado en el caso (11, se 
obtiene 

En resumen, para Ihl> O se cumple 

Ahora bien, cuando h + O, el segundo miembro de (3)- 0 ,  y por lo tanto, por el 
teorema del sandwich, 

ln (x + h)  - ln x 1 lim h 
= - 

x-bo X '  

d 1 
lo cual significa que - ln x = - . 

dx X 

NoW. Si v = v(x) es una función diferenciable > O entonces por la regla de la cadena 

y la fórmula de la derivada de ln x se tiene 

d dv 1 dv Enefecto -1nv = ($ lnv)z  = - -  
d x .  v dx' 

EJEMPLO 1. Hallar - dy si y = ln (x + 4-) 
dx 

SOLUCION. Tenemos U = x + Jn y por lo tanto 
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d 1  dv EJEMPLO 2. Probar que si u es una función diferenciable entonces ln M = - - - 
v dx 

SOLUCION. Escribimos u = lvl= 0 
d d d 1 Luego dx ln lu l=z lnu= - 1 n u - - = - . -  du (pues - l n u = - )  ( u  )a :  u &  du U 

1  
paratodoentero n>1. EJEMPLO 3. Probar que se cumple - n + l  

SOLUCION. Calculando las áreas en la figura siguiente se tiene 

Tenemos 

Pero 

1  y por lo tanto se cumplen las desigualdades - 
n + l  



PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL. 

TEOREMA 2. Se cumple 

(1) l n ( a b ) = l n a + l n b ,  si a y b>O ; 

(3) ln (a') = r ln a , si a > O y r es un número racional; 

(4) ln x es creciente en el intervalo O < x < +oo ; 

(5) ln x toma todo valor real y. En efecto 

lim ln x k -m y lim ln x = +oo ; 
x+ot X++%) 

d 1 du (6) zinM = --- 
v dx si u = u(%) es una función diferenciable. 

PRUEBA 

(1) Fijemos b > O y consideremos la función ln ax 

d 1 d &(ha)  = -- -  Tenemos - 1 
&(a) = y 

d 
= (ln X )  (derivada de ln x ) 

Luego las funciones ln (m) y ln x tienen iguales derivadas y, por el teorema de 

la diferencia constante, se cumple 

ln (m) = ln x + C , para todo x > O, donde C es una constante. 

Haciendo x = O se obtiene 1na = l n l + C  

C = l n a  (pueslnl=O).  

Luego ln (m) = ln x + ln a , para todo x > 0. 

Finalmente, si x = b resulta ln (ab) = ln b + ln a , 

lo que prueba (1). 
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a (2) Escribiendo a = b , de (1) se tiene 5' 
a 

l n a  = ln[:-b] = ln- + lnb.  
b 

a Luego lnb = l n a - l n b .  

(3) Tomemos v = x r  . Se tiene 

- - -  r xr-' 
(derivada de una potencia con exponente fraccionario) 

x r  

Luego por el teorema de la diferencia constante 

ln x r  = r ln x  + C , para todo x  > O, donde C es una constante. 

Haciendo x = l  resulta l n 1  = r . l n l + C ,  o O = O + C .  

Luego C = O. 

Asítenemos lnxr  = r l n x  , paratodo x > O .  

En particular para x = a se cumple ln a' = r  ln a. 

d 
(4) Puesto que z(ln x )  = - > O ,  para X > O ,  

X 

por el teorema de 10.9 ,  concluimos que In x  es creciente en el intervalo 
O < x < + a o .  

(6) Probaremos que lim ln x  = +oo . 
%++a) 

Sea dado N > O.  Puesto que ln 2 > 0 podemos encontrar un entero no tal que 

Luego para x  > 2% se tiene ln x  > ln 2''O (pues ln x es creciente) 

> N. 



Así hemos demostrado que lirn ln x  = +m . 
X++Q) 

Probaremos que lim ln x  = -a . 
x+o- 

Sea dado N < O. Puesto que In 2 > O podemos encontrar un entero no < O tal 

Luego para 0 < x  < 2"' se tiene ln x  < ln (2"" (pues ln x  es creciente). 

< N .  

Así hemos demostrado que lim ln x  = - oo . 
x-+o- 

(6) Se ha establecido en el ejemplo 2 de la presente sección. 

ln (1 + x )  ln ( l c x )  - ln 1 
(7) Tenemos lim = lim (ln 1 = 0 )  

x+o X x+O x  

= [-$l. .] (def. de derivada) 
x= 1 

= [3,=, (derivada de ln x ) 

DERIVADA LOGARITMICA. 

Definición. Se llama derivada logarttmica de la función y = f ( x )  a la derivada del 

El cálculo de la derivada de una función se simplifica algunas veces cuando se toma en 
primer lugar el logaritmo de la función. 

dy . x' EJEMPLO. Hallar - SI y = 
dx 
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SOLUCION. 

Iny = L n x + + i n x - # I n  ( 2  x + I  1 , 
y derivando respecto de x : 

Gráfica de la función logaritmo natural. 

DATOS 

1. ln x  es creciente 
2. 1nxcO si O c x < l  

6. lim lnx =-a0 
x+o- 

6. lim ln x = +ao 
%++m 



1 1.1 5 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Encontrar la derivada de cada una de las siguientes funciones 

(1) y = ln (2x +6)  (2) y = ln(1+3x2) 

(3) y = ln (Jn) (4) y = In (ln x )  . 

d l n v  1 dv - -.- SOLUCION. Aplicamos la fórmula de la derivada - - establecida en la 
dx v d x  

nota del teorema 1 de 11.14. 

dy 1 d - p.- 

1 
(4) - - (ln X )  = - . 

dx ln x dx x lnx 

dy PROBLEMA 2. Hallar - 
dx 

SOLUCION. 

d 1 dv 
(2) Aplicando - ln lul = - - - 3 con v = x + 2 tenemos 

dx u dx 
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PROBLEMA 3. Hallar la derivada de cada una de las siguientes Funciones 

(1) y = lnsen x ' (2) y = arc tg ln x 

(3) y = arc sen (ln x )  (4) y = ln (arc sen 5x)  

SOLUCION. 

dy 1 (1) - = -. COS X = cot x . 
dx senx 

dy - 1 d 
-(are sen 5x) = 

5 
, (4) - - 

tk arc sen 5% dx (m *en 5%) (Ja) 



45 x 1 x - 1  
PROBLEMA 4. Si y = - arc tg - + - ln - dy hallar - . 

3 f i  6 x + l  dx 

SOLUCION. 

dy 1 - = -.-. 1 1 d + - - -[ln(x - 1) - ln(x + l)] 
dX 3 J2 ( x )  6 dX 

X 

1 
tg -+2-J3  

PROBLEMA 5. Derivar la función y = - h 
Jj t g 5 + 2 + J 3  

2 

SOLUCION. 

1 (se2  ;) (245) 
2 

- 5 fg;+2-Jj  tg;+2+Jj 2 J j  fgf + 2 - J j  tg;+2+Jj) 
- tsec2i - --'; t ( 1 ( 
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d x 2 + 9 + x  
PROBLEMA 6. Derivar la función y = ln 

J Z - x  

SOLUCION. Tenemos y = ln (I/= + x) - ln (fi - x )  

m n x - a  
PROBLEMA 7. Diferenciar y = - ln (x2 - a2)  + - ln - . 

2 2a x + a  

dy rnx  
SOLUCION. Tenemos - = - + 

dx x2-a2  
x - a  

(pues ln - = ln (x - a) - ln ( x  + a )  ) 
x + a  

1 + &en x 
PROBLEMA 8. Derivar la función y = ln + 2 a r r : t g J Z .  

1- J-x 
l+Jsenx'  

SOLUCION. Tenemos ln = h ( l + , / i Z Z )  - ln(1-JsenX). 
1-J-. 

Luego 

cos X - cos X COS X 

dy 2 ,/E 2 Jiiz + Jsenr 
- =  - 
dr 1+JsenX 1 - J E Z  l+senx  

x arc sen x 
PROBLEMA 9. Derivar la función y = + l n J = .  

J Z  



SOLUCION. Tenemos 

-X 

2 dy arc sen x x arc sen x - - - + +- x ,lz 
dr ( l -x2)aj2  I - ~ '  + JS 

PROBLEMA 10. Robar que la función y = 
1 

satisface la ecuación diferen- 
l + x + l n x  

cial xy' = y(y ln x -  1) . 

SOLUCION. Tenemos (1 + x + ln x) y = 1 . 
Derivandorespectodex: 1+- y + ( l + ~ + l n x ) ~ ' = O ,  [ :) 
de donde Y' = - (x + 1 ) ~  

x ( l + x + h x )  

Pero y = 
1 

9 

l + x + l n x  

y sustituyendo (2) en (1) xy ' = y (y ln x - 1) . 

X df 
PROBLEMA 1 1. Si f (x) = ln (1 + x )  + arc sen - encontrar -(l) . 

2 dx 

SOLUCION. 
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y reemplazando x = 1 resulta 

PROBLEMA 12. Diferenciar la función 

SOLUCION. 

1 1 
y = 3[ln(x2 +1)-1n(x2 -111 + -[l.(%+ 1)-ln(x-l)]  + -arctgx 

4 4 2 

PROBLEMA 13. Usando derivada log-ica hallar y' para cada una de las siguien- 
tes hciones 

SOLUCION. 

(1) lny = 2ln(x+l)-31n(x+2)-4ln(x-1)  

Y' 2 3 4 y derivando respecto de x - = - - - - - , 
y x + l  x + 2  x - 1  

2 -5% - 10x - 9 (5x2 + 1ox + 9) ( x  + 1) 
Y' = . y  = - (reemplazando y). 

( X + I ) ( X + ~ ) ( X - I )  (X + 214 (X - 1)' 



(2) ln y = 9 1n ( x  - 2) - $ ln ( x  - 1) - + ln ( x  - 3) , 

y derivando respecto de x  

dy PROBLEMA 14. Encontrar - por diferenciación logarítmica si 
dx 

SOLUCION. l n y = ~ l n ( x - l ) - ~ 1 n ( x + 2 ) - ~ l n ( x + 3 )  

y derivando respecto de x 

y1 = - 5x2 + x + 2 4  
(reemplazando y) 

3 ( X  - 1)V2(X + 2)W3(X + q5I2  

hallar - dy cuando r = 1 . 
dx 
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SOLUCION. Tenemos 

dx dy ln t  1 - = lnt  + 1 ,  - = -- + - >  
dt dt t  t  

dy - -1nt + 1 
y por lo tanto - - 

cix t 2 ( 1 n t + 1 ) *  

Haciendo t = 1 obtenemos -1 = 1 . 
dx .=l 

PROBLEMA 16. Hallar y' en cada una de las ecuaciones implícitas siguientes 

Y 1  2 (2) arc tg - = - ln (x + y2)  . 
x  2 

SOLUCION. 

Y' Y - X Y '  (1) Derivando respecto de x : - +-= 0 ,  
Y y2 

Y de donde y' = - . 
%-Y 

(2) Derivando respecto de x  : h ( x l  = x + w '  

l + f ~ ' i "  x2 + 

% + Y  ( x  - y)yt = x  + y , de donde y' = - . 
x - Y  

dy PROBLEMA 17. Si y2 = x + l n z .  Hallar - en ( a l ) .  
x  dx 

SOLUCION. Derivando la ecuación irnplicita respecto de x  : 

Y  (pues ln-  = lny - lnx)  
'X  



y evaluando cuando x  = 1  , y = 1 : 

2y' = y' 

y t = O .  

PROBLEMA 18. Hallar - d2y si y = l n q z .  
dX2 

SOLUCION. y = 5 l n ( l + x 2 ) ,  

d2y si 
x  = arc tg t 

PROBLEMA 19. Hallar - 
dx2 y = ln ( i +  t2). 

SOLUCION. 

Luego & =  2t 
dx 

ln x 
PROBLEMA 20. Probar que lim - - - O .  

x++m x  
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SOLUCION. Puesto que lim ln x = + ao y lim x = + oo , 
x++m %++a 

a0 
tenemos la forma indeterminada - . 

oo 

Aplicando la regla de L'H6spital resulta entonces 

1 - 
ln x 

lim - - - lim = O .  
%++a X %-'+a 1 

1 PROBLEMA21. Probarquesecumple 1 - -< lnx<x-1  paratodo x > O ,  x # l .  
X 

SOLUCION. 

1 
(1) Sea f(x) = ln x -  1+- , x > O .  

X 

1 1 x - 1  
Entonces f'(x) = - - - = - 

2 
X X X 

2 ' 

y por lo tanto 

Luego O = f (1) es el mínimo absoluto de f(x) en el intervalo (O, +a). Por lo 
tanto, si x > O y x # 1 debe cumplirse 

x 

O e x c l  

x = l  

l < x  

1 
1-- < lnx  , 

que es una de las desigualdades pedidas. 

f ( ~ )  

o 

f ' ( 4  

( -  

(+) 

CONCLUSION SOBRE f (x) 

es decreciente 

es creciente 
A 



(2) Sea g(x) = x - 1 - ln x . 

Entonces por un procedimiento análogo al realizado en (1) se Obtiene 

l n x < x - 1  para todo x > O , x # 1 . 

PROBLEMA 22. Aplicando la regla de L'H6spital hallar los siguientes límites 

ln x  
(1) lirn - 

.++a 3& 

(3) lirn (ln x )  - ln ( x  - 1) 
x-bl 

ln (sen m x )  
(4) lirn 

x+O ln (sen n x )  

SOLUCION. 

O0 
(1) Tenemos la forma indeterminada - . Luego 

O0 

- 
ln x lirn - = lim X = 

3 
lim - = O .  

+ 3 x++m 1 -ya %++o" X43 
- X  
3 

(2) Haciendo x = 1 resulta m-m , valor indeterminado. 

Tenemos 

lnx  + . 
x l n x - x + l  

= lirn \ x l  
x - 1  

lnx + -  

x lnx  l n x + 1  1 
= lim = lim - - - 

x+l  x h x  + x -1 %+l l n x + 2  2 

(8) Para x = 1 se obtiene O - (-a) , valor indeterminado. 

ln ( x  - 1) 
Tenemos lim (ln x) ln ( x  - 1) = lim 

x+ 1 1 

ln x 
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-al 
(4) Para x = O se obtiene - , valor indeterminado. 

-m 

m cos mx 

ln (sen m) sen mx 
Luego lim = lim 

r-O (sen =) .+O cOsnx 

sen nx 

m cos mx sen nx 
= lim .b - 

x+O n cos nx %+O sen mx 

n cos nx 
= ) - - m . 2  = 1 

n %+O mcosmx n m 

1 1.16 LA FUNCION EXPONENCIAL. 

Puesto que la función logaritmo natural ln y cumple la propiedad 

por el lema de la sección 11.4 podemos concluir lo siguiente 

1) In y tiene inversa en el intervalo (0, + 00) , 

2) ya que ln y toma todos los valores reales (propiedad 5 del teorema 2 de 11. 14) , 
la función inversa está definida en todo número real. 

Llamaremos función exponencial , y la designamos con exp x , a la función 
inversa de ln y . 
Lo que hemos expuesto justifica la 

Definición. Para todo número real x se define 

y=expx siysólosi x = I n y ,  y > O .  



De la definición se siguen inmediatamente las relaciones 

y = exp ln y para todo y > O , 

x = ln exp x 

Y exp x > O , para todo x. 

PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL. 

TEOREMA 1. 

(1) exp 0 = 1 . 

(2) exp (a + b) = exp a - exp b , para todo a y b . 

exp a 
(3) exp (a - b) = - , para todo a y b . 

exp b 

En particular exp (-b) = - para todo b. 
exp b ' 

(4) exp (m)' = (exp a) , para todo a y número racional r. 

(5) DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL. exp es diferenciable y se cum- 
d 

ple (exp X) = exp x . 

PRUEBA. 

(1) De ln 1 = O se tiene O = ln 1 y por eso 

(2) Sean A = exp a y B = exp b . 
Tenemos a = l n A  y b = l n B ,  y d e  a + b  = I n A + l n B  = l n ( A - 8 )  

resulta exp (a + b) = exp ln (A - B) = A - B = exp a exp b . 

(3) De (2) exp (a - b) exp (6) = exp (a  - b + b) = exp a , 

luego exp a exp (a - b) = - 
exp b ' 

exp O 1 
yhaciendo a=O: exp(-b) = - = - . 

exp b exp b 
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(4) Sea A = exp a . Entonces a = ln A , ra = r ln A = ln A' , 

y exp (m) = exp ln A' = A' = (exp a)' . 

(5) Por definición, y = exp x es la función inversa de x = ln y . 
Aplicando entonces la fórmula de la derivada de la función inversa (Teorema 
11.4) tenemos: 

d 1 
Pero z(lny) = - = - , y sustituyendo este valor resulta 

Y exp x 

d - (exp x) = exp x . 
dx 

LA FUNCION EXPONENCIAL GENERAL. EL NUMERO e 

Si a es un número positivo y r es un número racional sabemos cómo definir el nú- 
mero a' . 
Haciendo uso de las funciones logaritmo y exponencial vemos que entonces se cumple 
la igualdad 

a' = exp(r1n a )  . (1) 

En efecto a' =exp h a r  (pues y = exp ln y) 

a' = exp(r1n a) (pues l n a r  = r l n a ) .  

Observemos que el segundo miembro de  (1) siempre determina un valor para cualquier 
número x en lugar del número racional r. 

De esta manera resulta razonable dar la siguiente 

Definición. Si a es un número positivo y x es cualquier número, definimos 

EJEMPLOS. (1) 3Ja=exp(J21n3)  

(2) n-" = exp (-a ln n) 

(3) ' = exp (sen x ln (#)) . 



El NUMERO e 

Definición. Se llama número e (e por el matemtitico Euler) al único número real que 
cumple 

ln e = 1 , o equivalentemente exp 1 = e . 

Nota. El valor de e con nueve cifras decimales es e = 2.71828182 . 

NOTACION ex DE iA FUNCION EXPONENCIAL. 

Roporlcih. Para todo número x se cumple ex = exp x . 

Rueba. En efecto ex = exp ( x .  ln e) (definición de a" ) 

= exp ( x )  (pues ln e = 1) . 

Nota. De ahora en adelante adoptaremos la notación e x ,  en lugar de exp x ,  para 
designar a la función expotencial. 
Las propiedades establecidas en el teorema 1 de 11.16 tienen ahora las siguientes 
expresiones: 

para todo número a y número racional r , 

y para el número ax se tiene 
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PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPQNENCIAL GENERAL. 

Teorema. Sea a un número positivo. Entonces se cumple 

O (1) a = 1 ,  

(3) aX+' = ax .a ' , para todo x ,  y . 

(6) DERIVADA DE a". Si u = u ( x )  es una función diferenciable, entonces 

(6) En particular mando a = e se tiene 

d  dv . 
- ( e u )  = e  .- , pues ln e  = 1. 
dx dx 

Las pruebas de (l), (21, (3) y (4) se dan en el problema 1 de la sección 11.17, de 
problemas resueltos. Es claro que (6) se sigue de (4) y (5). 

Prueba de (6). Tenemos 

d u  duina -a = -e (pues a" = e''" a ) 
d x d x  

(haciendo u  = v ln a  ) 

(regla de la cadena) 

U d  
= e - - ( u  l na )  

d  
(pues -eu = eu ) 

dx du 

uln a dv v dv 
= e  . h a . -  = a  .ha.-. 

dx dx 



EJEMPLO 1. si y = lox2-' hallar - d~ . 
dx 

dv ,, dv SOLUCION. Aplicamos la fórmula -a = a" ln a - - con a=10 y v = x  2 - x :  
dx dx 

dy EJEMPLO 2. Encontrar la derivada - de cada una de las siguientes funciones 
dx 

(1) y = elYnx (2) y = arc cos 2" 

SOLUCION. 

d~ sen x d sen x - e  - - ( s enx)=e  . co sx .  (1) - - 
dx dr 

(2) Sea v = 2". Tenemos 

dv 
& 

(regla de la cadena) 

resulta 
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- 
(pues Je, = = e  

OTRAS PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL. 

Teorema. Se cumple 

(1) e x  >O,paratodo x,  (2)  ex  es una función creciente, 

(3) lirn ex = + or> , 
x ++a) 

(5) lim ( I +X ) '~  = e .  
x+O 

(4) lim ex = 0 , 
x+-a, 

PRUEBA. 

(1) Puesto que a2 > 0 si a .+ O , se tiene 

ex = > O .  

(Esta propiedad también se sigue directamente de la definici6n de y = e x ,  pues 
x  = ln y está definida solamente cuando y > O). 

d 
(2)  De - ( e x )  = e x  > O (por (1)) se sigue, y gracias al teorema, que ex es una 

dr 
firnción creciente. 

e  *  
(3) La funci6n f ( x )  = - es creciente en el intervalo 1 S x  < +m . 

X 

% e x - e x  e x ( x - 1 )  
En efecto f ' ( x )  = - - 

2  2  
> O ,  si x > l .  

X X 

Porlotanto lim ex 2 lim x e  = e  lim x = +m yasi  lim ex = + m .  
X++Q> x++m %++a) x++a 



1 
(4) De ex = - se tiene lim e" = 

1 
- X  

e x+-a> lim e-" 
X-+-m 

y como lim e-" = lim eY (cambiando la variable y = - x )  
X-b-ot, y++- 

= +m (por (3)) 

resulta lim ex = O . 
X-b-m 

(6) Sea y = (1 + x)" . Tenernos 
1 - In ( l + x )  

limy = lim ( l + ~ ) ' ~  = lim ex (definición de a" ) 
%-+O x+o x+O 

(continuidad de e" ). 

1 

Pero 1 lirn - ln ( x  + 1) = lirn X+1 = 1 . 
%+O X #+O f 

1 Luego l i m y = e  = e ,  yasf l i m ( i + x ) ' l X = e .  
x-bo x-bo 

Gráfica de la función exponencial e" . 

Algunos vdoms. 

(8) Se demuestra en el problema 12 de 11.17 como una aplicación del teorema de 
Taylor. 
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DERlVAClON DE UNA EXPONENCIAL CON EXPONENTE ARBITRARIO. 

1 - m .  Si a es cualquier número real, entonces la función y = xa es diferen- 
ciable en todo x > O, y se cumple 

 NO^. Recordemos que esta propiedad ha sido establecida anteriormente para el caso 
en el que a es un número racional. 

Prueba. Tenemos 

dy EJEMPLO 1. Si y = x"" hallar - . 
dx 

dy EJEMPLO 2. Dado y = xx2 hallar y',= - 
dx 

SOLUCDN. Usamos la diferenciación logaritmica. Tenemos 



1 1.17 PROBLEMAS RESUELTOS. 

PROBLEMA 1. Sea a  un número positivo. Probar que se cumple 

(1) aO = 1 ,  (2) a l = a  , 

(3) = aX . a" , (4) (ax)' = a x Y .  

x l n a  y l n a  
= e .e = aX.aY  . 

(1) ( a ~ y  = e ~ l n a r  - - e ~ ~ l n a  , pues de c X  = ex'" a se tiene ln a' = x ln a ,  

PROBLEMA 2. Si a  y b son números positivos probar que 

(ab)% = d .  bx para todo x. 

- - ,x in a + x ln b (pues ln ab = ln a  + ln b )  
\ 

x l n a  r l n b  
= e . e  

= aX.bX  . 

dy para cada una de las siguientes funciones PROBLEMA 3. Encontrar y' = - 
dx 

6 x 
(1) y = x  e (2) y = exarc sen x (3) y =  Jxex +x  

(4) y = x z .  lo2' (5)  y = . ~ s e n 2 ~  . 
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SOLUCION. 

5 6 x (1) y' = 6 x  .ex + x  . e  = x 5 ( 6 + x ) e x .  

X A (2) y' = ex arc sen x  + e  - 
Jl-xa ' 

= e  arc sen x  + 
% [ 

dy para cada una de las siguientes funciones - PROBLEMA 4. Hallar y' = - 
dx 

gcn2 x 
( 1 )  y = e  (2) y = e= cos bx 

(3) y  = 3 
eot l / x  1 

(4) y = -e-' (3 sen 3 x  - cos 3%)  . 
10 

SOLUCION. 



(2) y' = a e 7  . cos bx + e" (-6 sen bx) = ea ( a  cos bx - b sen bx) . 

(3) y' = 3-' =. ln3 . -  cot- Y L( :) 
d 1  

Pero 
1 1 - co t -= -cOsec - . - -  = -  

2 1 

dx x ( )  x 2  cosec - x 

-X  e -X  e 
(4) y' ,= - - (3  sen 3% - cos 3%) + - (9 cos 3x + 3 sen 3x) = e-* COS 3% . 

10 10 

PRO6LEMA 5. Derivar las siguientes fúnciones 
2 

(1) y = ~ " a - ~  (2) y=,/iZE.aG 

(3) y = 2'"- a' + (1-arecos3x)' . 

(3) Y' = 2U1-3x d d 
ln 2 -(are sen 31) + 2 ( 1  - arc coa 3x) -(-are COS 3x) 

dx dx 

3 [ln 2.2'==" + 2 - 2 arc COS 3x1. 
- - 

,/1-9x'- 
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PROBLEMA 6. Probar que la función y = x e-' satisface la ecuación xy ' = (1 - x) y . 
-X VLUCION. Tenemos y = x e-' , y' =e - x e-' , 

-x 2 -x xy' = xe -x  e = y-yx = (1 -%)y .  

dy PROBLEMA 7. Usando diferenciacihn logarítmica hallar y' = - para cada una de las 
dx 

siguientes funciones 

(1) y =xx  (4) y = x J; 

SOLKION. 

(1) l n y = x l n x .  

Derivando respecto de x 

1 
lny = - l n x ,  

X 

Y' l nx  1 y derivando respecto de X :  - - - + - 
x 2 

Y X 

l n y  = senx.lnx 

Y' sen x y derivando respecto de x: - = cos x. ln x + - 
Y x 



l n y  = J ; l n x ,  
Y' 1 - = (ln y) 

Y X 
Jx- 4 2  

Y' = - (ln x + 2) = - (ln x + 2) . 
2J; 2 

(5)  y = (arc tg x)' , ln y = x ln arc tg x , 

Y' t X 1 - = (ln y) = ln arc tg x + - . - 
Y arc tgx  l + x 2  ' 

x 

(1 + x2) arc tg x 

(6) y = (COS x ) ~ ~  " , ln y = sen x ln cos x , 

Y' l sen x - = ( lny) = cosx lncosx + -(-senx) , 
Y cos X 

y' = (cos x)@" [cos x ln cos x - sen x tg x] . 

PROBLEMA 8. Hallar los siguientes límites 

ax  -1 
(1) lim - ( a > 0 )  

#+O X 

1 - e-' 
(2) lim - 

sen x 

in (1 + ex)  
(3) lim 

x++ao X 

SOLUCION. 

O 
(1) Para x = O resulta - , valor indeterminado. Tenemos 

o 
a " - 1  aX In a 

lim - = lim - = l n a .  
X-bo X X-bo 1 
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1 - e-' 
-L o 

e e 
- l i m = - =  (2) lim - - 1.  

=+O sen x  x+O cos x cos O 

~n (1 + ex)  1 
(3) lim = lim - l + e x  - - lim - - - 1 .  

PROBLEMA 9. Si f (x) = (ax + a-') probar que 

f ( x + y ) + f ( x - Y )  = 2f(x)f(y) 

SOLUCION. 

2 f(.) f(y) = + ( a x  + a-') (ay + a- ' )  = 2 [ax+" + a%-' + + a-'-'] 

PROBLEMA 10. Probar que si y = y(x) satisface la ecuación y' = ay , entonces 

y  = Cem , donde C es una constante. 

SOLUCION. La función producto ye-<U tiene derivada cero. 

En efecto, 

Luego por el teorema de la hnción constante 

ye-" = C , donde C es una constante , 

de donde y  = Cew 

PROBLEMA 1 1. Un cuerpo a una temperatura desconocida se pone en un refrigerador a 
una temperatura constante de 0' F . Se sabe que la razón de cambio por unidad de 
tiempo de la temperatura del cuerpo es proporcional a dicha temperatura. Hallar la 
temperatura inicial del cuerpo si a los 20 minutos y 40 minutos las temperaturas 
leidas son de 40" F y 20" F , respectivamente. 



SOLUCION. Tenemos 
dT - = kt (1) 
dt 

donde T temperatura del cuerpo en OF, en el tiempo t minutos, y k es una 
constante de proporcionalidad. 

Resolviendo la ecuación (1) de acuerdo al problema 10 

T = T ( t )  = ~ e - ' *  (2) 
donde C es una constante. 

Debemos encontrar la temperatura inicial T ( 0 )  = C del cuerpo y disponemos de los 
siguientes datos: 

t  min 

I 

40 20 

Reemplazando estos valores en (2) resultan las ecuaciones: 

Elevando al cuadrado ambos miembros de (3) 

2 40r 1600=C e 

8 0 = C .  

T(0)  = C = 80 "F. 

y dividiendo (5) entre (4) 

Luego 

JOLUCION. Aplicando el teorema de Taylor a f ( x )  = ex en [-a, a], a > O ,  en el 
punto x, = O, se tiene 
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en donde RN = xN*', algún c en [-a, a] 
(N + l)! 

Puesto que f ( . ) (x )  = f ( x )  = e x ,  
ea 

aN+' + O ~i N+ao, ypor 

lo tanto de (1) se sigue que 





De una manera sencilla, un número real x es un ente matemtitico que se representa 
mediante una expresión decimal infinita 

en donde N es un entero > O y cada a, es un dígito decimal 0,1, ... ,9, tales como 

Dos números reales a y b pueden sumarse, restarse, multiplicarse o dividirse y 
también compararse: si son iguales o uno es menor que otro. 

Un número real x es racional si puede ser representado por alguna fracción de enteros 
n - , siendo n y d números enteros. En caso contrario, se dice que x es irracional. 
d 

Por ejemplo, 

son números racionales. 



Se demuestra que un número es racional si y sólo si tiene una expresión decimal pe- 
riódica o recurrente, esto es, hay un grupo de dígitos que, a partir de un lugar de la ex- 
presión decimal, se repite indefinidamente. 

En resumen, el conjunto de los números reales se compone de: 

a) los números racionales, que comprende a los números enteros 

..., -2,- & O ,  1,2 ,..., 

n 
y las fracciones de enteros - , en donde n y d son enteros; 

d 

y b) los números irracionales, tales como 

f i  = 14142 ... 

e = 2.7182 ... (el número e) 

que no pueden ser expresados como fracciones de enteros. 

Geométricamente, los números reales pueden ser identificados con los puntos de una 
linea recta en la forma que se describe a continuación. Elegimos un punto O de la rec- 
ta, llamado origen, y la recta queda dividida en dos semirrectas que tienen un extremo 
en O. Luego convenimos en llamar positiva a una de las semirrectas y negativa a la 
otra. También, suponemos que es dada una unidad de longitud para medir distancias 
entre puntos de la recta. 

distancia 

Puntos Q O P 
1 1 1 I I 

I I I I I I 

Números - 1 0 1 2  x 

La correspondencia entre números reales y puntos de la recta se establece así: 

1) al número O le corresponde el origen O 

2) al número x > O, le corresponde el punto P de la semirrecta positiva que 
dista x unidades del origen; 

y 3) a x < O, le corresponde el punto Q que se encuentra en la semirrecta 
negativa a la distancia -x unidades del origen. 
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12.2 AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES 

A partir de la descripción directa de los números reales dada en la sección anterior, es 
posible definir las operaciones de números y la relación de comparación, y luego dedu- 
cir las reglas que éstas deben cumplir. 

Otra forma de presentar a los números reales consiste simplemente en asumir o postu- 
lar la existencia de un conjunto abstracto que cumple ciertas reglas o axiomas, y son 
suficientes para obtener no sólo la representación de los números mediante expresio- 
nes decimales (o en cualquier base entera 2 2 )  sino también los elementos y recursos 
para realizar procesos de límites (continuidad, derivación e integración) del análisis 
matemático, cuyos resultados se aplican constantemente en los modelos de los fenóme- 
nos naturales y sociales. 

Formalmente postulamos (la existencia de) un conjunto IR, cuyos elementos se deno- 
minan números reales, tal que: 

(1) existe una operación de adición, designada por + , que asocia a cada par de 
números a y b un único número real a + b , llamado suma de a y b. 

(2) existe una operación de multiplicación, designada por . , que asocia a cada 
par de números a y b un único número a .  b , llamado producto de a y b; 

(3) existe una relación menor, designada por c, que se expresa por a < b, a es 
menor que b, si a y b son números reales; 

y (4) las operaciones de adición y multiplicación y la relación menor, satisfacen los 
axiomas o reglas Al-A4, MI-M4, D, 01-04 y S, que se describen a con- 
tinuación. 

AXIOMAS DE LA ADICION. 

Al Ley asociativa 

( a + b ) + c  = a + ( b + c )  , para a , b  y c en R 

A2 Ley conmutativa 

a + b = b + a , para todo par de números a y b 

A3 Existencia de cero 

Existe un único número O tal que a + O = a para todo a de IR 

A4 Existencia de opuestos 

Para cada a de R existe un único número -a , llamado opuesto de cr , tal que 

a + (-a) = O 

Nota. Es usual escribir a - b en lugar de a + (-b). 



AXIOMAS DE LA MULTlPLlCAClON 

M1 Ley asociativa 

( a . b ) . c  = a . ( b . c ) ,  para a, b  y c  en R 

M2 Ley conmutativa 

a .  b = b  . a  , para todo par de números a  y b  

M3 Existencia de elemento unidad 
Existe un único número 1, distinto de O, tal que l. a = a , para todo a de W . 

M4 Existencia de inversos 

Para cada a  de R ,  distinto de 0, existe un único número a-', llamado inverso 
de a ,  tal que a.a-' = 1 . 

Nota. En lugar de a  . b  se suele escribir ab , y si b  # 0 ,  también se escriben 

1 - ( O l /b  ) en lugar de 6-' 
b  

a  - ( O  a / b )  por ab-' 
b 

D Ley distributiva 

a .  (b + c)  = a .  b  + a .  c , cualesquiera que sean a, b  y c 

AXIOMAS DE ORDEN 

01 Ley de tricotomía 

Para todo par de números reales a  y b  se cumple una y sólo una de las siguien- 
tes propiedades: 

( a y b  son iguales ) 
( a  es menor que b ) 

( b  es menor que a  ) 

02 Ley transitiva 

Si a e b  y b < c  entonces a < c  
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03 Si a < b entonces a + c < b + c 

04 Si a < b y O < c entonces ac e bc 

Nota. 

1) Se suele escribir: 

a > b ,  a esmayorque 6 ,  si b < a  

a s b ,  a esmenoroiguala 6, si a c b  o a = b  

a z b ,  a esmayoroigtiala b, si a > b  o a = b  

2) Se dice que a es positivo o negativo si a > O o a < 0 ,  respectivamente. 

AXIOMA DEL SUPREMO 

S Si X es un konjunto de números no vacío, cuyos elementos son todos menores o 
iguales a un numero c, entonces existe S eR, llamado supremo de X, que 
cumple las siguientes propiedades: 

SUP1: x S S para todo x de R 

Y SUP2: Si t E R cumple x S t para todo x e X , entonces S S t . 

Nota. Cualquier c E R tal que x S c para todo x E X , se denomina cota superior de 
X. Además, se dice que X es acotado superiormente si tiene al menos una cota supe- 
rior. 

La hip6tesis del axioma S exige que X tenga una cota superior y en este caso el 
axioma asegura la existencia de un número real s con la propiedad de ser la mfnima 
cota superior de X. En efecto, SUP1 establece que S es una cota superior de X y 
SUP2, que si t es cualquier cota superior de X, entonces S es menor o igual a t. 

Algunas de las consecuencias del axioma del supremo se desarrollan más adelante. 
Utilizando los axiomas anteriores (Al-A4, MI-M4, D Y 01-04) se demuestran las 
propiedades básicas conocidas de los números (ver 12.4). 

12.3 NUMEROS NATURALES, ENTEROS Y RACIONALES 

Definimos ahora los sistemas de números naturales, enteros y racionales, que se de- 
signan por N, $[ y Q , respectivamente. 

Existe un subconjunto N de R que cumple: 

NI) ICEN, ys i  nEN, entonces n + l  E N .  



y N2) Principio de inducción matemática 

Si S es un subconjunto de N tal que 

 ES, y si S E S  implica s + l ~ S  

entonces S  es igual a todo el conjunto N . 

En particular, por NI), se tiene que los números 1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, etc., son ele- 
mentos de N, y por lo tanto N = { l, 2,3, ... ] . 

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS NATURALES 

De la definición de N se deducen las siguientes propiedades de los números natura- 
les, en las que a y b designan números naturales arbitrarios. 

Se cumplen: 

3) si a ~ b ~ a + l  entonces a = b  o a = b + l  

4) Si a c b ,  entonces a + l  < b  

5)  Principio del buen orden 
Si A es un subcoqjunto no vacío de números naturales, entonces existe m E A  
tal que m S a para todo a de A, 

m se denomina mínimo de A. 

6) Segundo Principio de Inducción Maternatiea 

Si S es un subconjunto de N tal que 

Y b) si 1, ... , m - 1, m E S ,  implica que m + 1 E S entonces S es 
igual a N . 

Por definición, el conjunto de los enteros Z consiste de los números z tales que 
z = 0  y 2 6 - z E N .  
hf, Z = { ..., -2,-LO, l , 2 , 3  ,... } 

n 
Finalmente, I q = - ,  siendo n y d s Z ,  d t O }  

d 
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Presentamos sin demostración las propiedades bdsicas de los números reales. Estas 
propiedades se deducen empleando los axiomas dados y desde luego también las pro- 
piedades previamente establecidas, pues ya son consecuencias lógicas de tales axio- 
mas. 

12.4 PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES 

Asumimos que a, b, c y d designan números reales. Se cumplen las siguientes reglas: 

1) Ley de cancelación de la adición: 

Si a + c = b + c  entonces a = b  

4 )  a . 0  = 0 . a  = O paratodonúmeroreal a. 

6)  -a = ( - l ) . a  

7 )  ( -a) .  (-b) = a .  b , y en particular (-1) (-1) = 1 

8) Ley de cancelación de la multiplicación: 

Si a .  c = b . c y c es distinto de cero, entonces a = b 

1 1 
9) Si a # O entonces - # O y su inverso es a, esto es, - = a 

a 1 - 

10) a .b=O implica a=O o b=O 

11) Si a y b son distintos de cero, entonces a b + O 

12) Si b y d ;t O entonces 

a c (ad+ bc) iii) - + - = 
b d bd 



13) Si a < b  y c < d entonces a + c < b  + d  

14) Si a < b  entonces -b < -a 

15) Si a c b y c  < O entonces ac > bc 

16) Si a ;É O entonces a .  a es positivo 

17) 1 es positivo 

18) Si a y b son positivos, entonces también lo son a + b y a b  . 
19) Si a 2 O y b 2 0 entonces a + b  = O si y sólo si a = O y b  = O  

1 1 
20) Si a es positivo, entonces - es positivo y a  < 1 a - > 1 

a a 

21) a s c  paratodo c > O  e a<O 

a  c 
22) Si b  y d son positivos, entonces - > - Bi y sólo si ad > bc 

b  d 

23) Para a E R, se define la1 = valor absoluto de a, por 

Entonces se cumple: 

i) Ial 2 O y la1 = 0 si y sólo si a = O 

ii) )-al = la1 

i i  a a y -a S la1 

iv) la+bl S la) +lb1 

V) labl = la(lb1 

vi) l a - b l  < c  o b - c  < a  < b + c  

vii) la1 S s para todo E > O é) a = 0 

24) Potencias enteras 
O Si a t O y n es un entero > 0 ,  se d e h e  a" por inducción sobre n: a = 1 y 

a n = a n - ' a ,  si n > l .  

1 
Y si n es negativo, un = - . - n a 



El Axioma del Supremo y sus Aplicaciones 523 

Entonces para ~odo  a ,  b distintos de cero y enteros m, n, se verifican las 
propiedades: 

iv) (ab)" = a"  bn 

12.5 APLICACIONES DEL AXIOMA DEL SUPREMO 

Recordamos que en el sistema de los números reales R se cumple el Axioma del Su- 
premo: 

S Si X es un conjunto de números, no vacío y acotado superiormente (esto es, hay 
un número c tal que x < c para todo x de X), entonces existe S E R, llamado su- 
premo de X, que satisface 

SUP1: x S S para todo x de X 

y SUP2: Si t E R cumple x 2 t para todo x E X , entonces S 2 t .  

Nótese que el axioma implica que existe supremo de X si y s61o si X es acotado 
superiormente. 

Se prueba que un número S que cumpla SUPl y SUP2 es único y por lo tanto 
se llama el supremo de X. 

12.5.1 PROPIEDADES 

Se asume que X e Y son conjuntos de números no vacios 

1) Para S E R son equivalentes 

SUP1: Si x S t para todo x E X , entonces S 5 t .  

y SUP2': Si E > O entonces s - E < xo , para algún xo en X 

2) Infimo de un conjunto 

Si X es acotado inferiormente, - e s t o  es, existe c E R tal que c S x ,  para todo x 
de X- entonces existe un único número i, llamado ínfimo de X, tal que 



INFl i _< x , para todo x de X 

INF2 si t 5 x , para todo x de X, entonces t 5 i 

Nota. INF2 es equivalente a 

INF2' Si c > O entonces xo < i + c , para algún x, de X 

3) Si X es un subconjunto de Y, entonces 

a) supremo X 5 supremo Y ,  si Y tiene supremo 

y b) ínfimo X 2 ínfimo Y, si Y tiene ínfimo 

4) Parte entera de un número real 

Para todo número real a existe un único entero t tal que z 5 a < 2 + 1 
Se define la1 = z ,  la parte entera de a. 

Entonces a = [al + r , en donde [a] es un número entero y r = z -a cumple 
O l r < l .  

5 )  Propiedad arquimediana de los números reales 

Para cada número real a existe un número entero positivo n tal que n > a . 

12.5.2 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 1. Unicidad del supremo 

Probar que si S y S' cumplen SUPl y SUP2 respecto del conjunto X ,  entonces 
r 

S = S .  

SOLUCION. Para S tenemos 

(1) SUP1: x S S para todo x de X 

(2) SUP2: Si t E W cumple x S t para todo x E X , entonces S 5 t .  

y de igual modo para S'  

(3) SUP1: x < S' para todo x de X 

(4) SUP2: Si t E cumple x < t para todo x E X , entonces S' < t .  

Por (3), el número t = S' cumple x 5 t para todo x en X, y por lo tanto (2) implica 
S 5 t = S' , esto es s < S' . 
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Similarmente, por (l), el número t = S cumple x S t para todo x en X, y por lo tan- 
to (4) implica s e l t = s , o  s ' l s .  

ñK)BLLMA 2 Si S es un número y X es un subconjunto no vacío de R,  probar que 
son equivalentes. 

SiUPer Si x S t para todo x E X , entonces S S t .  

Y 8UP1? Si & > O  entonces S - E  < tos  paraalgún xo en X 

Sea E > O. Si hese falso S - E < x0 , para algún xo de X, entonces se tendría que 
XSS-a, paratodo x de X, ypor SUIZ (con t = s - c )  resultaríaque s S s - a ,  
de donde a S O, lo que contradice c > O. En consecuencia, SUP2' es verdadera. 

Sea ~ E R  talque X S ~ ,  paratodo x de X. Hayque probarque s l t .  Sihese  
cierto que t  < S, entonces haciendo c = S - t  se tendría t  = S - a y a > 0 ,  y apli- 
cando SUPZ, resultaría t < xo , para algún xo , una contradicción con la hipóte- 
sis x S t para todo x de X. 

PROBLEMA 3. Inñmo de un coqiunto 

Robar que si X es un conjunto de números no vacío y acotado inferiormente, entonces 
el número i = -S, en donde s =supremo de Y = {-x / x en X } , cumple 

INFl i < r , p a r a t o d o x d e X  
INF2 si t S x  , para todo x de X, entonces t  S i 

SOLUCION. Sea c una cota inferior de X, esto es c S x para todo x de X. 
El conjunto Y es no vacío, pues X lo es, y tiene la cota superior -c, ya que c 5 x ,  x 
en X, implica -x I -c. Luego, por el axioma del supremo, existe S = supremo de Y, 
esto es, S cumple: 

SUPl -x S S ,  para todo -x de Y 
SUP2 si -x S t , para todo -x de Y, entonces t S S 

Haciendo S = -i , y escribiendo -t en lugar de t en SUP2, vemos que estas propie- 
dades son precisamente INFl e INF2. 



PROBLEMA 4. Si X, Y son conjuntos no vacíos de números tales que X es un subcon- 
junto de Y, entonces 

supremo X I supremo Y 
si Y tiene supremo. 

SOLUCION. Sea S' = supremo de Y; luego y S S' para todo y de Y, y en particular 
x I S' para todo x de X, pues X es parte de Y; luego existe S = supremo de X, y 
puesto que S' es una cota superior de X, por SUP2 para x con t = S ' ,  se debe 
cumplir S I S' , es decir 

supremo X 5 supremo Y. 

PROBLEMA 5. Parte entera de un número real 

Probar que para todo número real a existe un único entero z tal que z I a < z + 1 . 

SOLUCION. Existencia de z 

Sea S =  EN/ m<.}. 

Vemos que S es no vacío, pues contiene a 1 por hipótesis, y acotado superiormente 
porque a es una cota superior de S ,  por definición. Luego, por el axioma del su- 
premo, existe el número s = supremo de S. Entonces por SUP2' (con c = 1) re- 
sulta 

S - 1 < m, o S < m, + 1, para algún m, de S (1) 

Como m, está en S, se cumple m, S a y sólo falta probar que a < m, + 1 .  En 
efecto, si fuese m. + 1 S a, entonces m. + 1 E S y, por SUP1, se tendria 
m, + 1 S S ,  en contradicción con ( 1 ). 

Por tanto, el número entero positivo z = m, cumple z 5 a < z + 1. 

CasoB. O * ; a < l  

En este caso, el entero z = O cumple la propiedad requerida. 

Caso 3. a < O  

Entonces -a > O y por los dos /casos anteriores, existo un entero u tal que 
u r a < u + l ,  dedonde - u - l < a ~ - u  
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Definiendo z por 

se comprueba fhcilmente que z 5 a < z + 1 

Unicidad 

Sean w y z dos números enteros 

w l a < w + l  

Y z S a < z+l 

Debemos probar que w = z.  Si fuesen distintos, sin pérdida de generalidad, podemos 
suponer que z < w .  Entonces w - z es un entero > 1, esto es z + 1 S w , y de 

resulta a < a ,  una contradicción. Luego, se cumple w = z . 

PROBLEMA 6. Propiedad arquimediana de los naturales 

Demostrar que para cada número real a existe un entero positivo n tal que n > a. 

DEMOSTRACION. ' 

Si a es negativo tomamos n = 1. Y si a 2 O ,  entonces n = [a  + 11 = parte entera de 
a + 1, cumple n 2 a + 1, y en consecuencia n > a y n 2 1 . 

PROBLEMA 7. Densidad de los númeps racionde~ 

Probar que entre dos números reales distintos siempre existe un número racional, es 
decir, si a < b, con a y b E R, entonces existe q E Q tal que a < q < b . 

1 
PRUEBA. Por la propiedad arquimediana, para el número - existe un número na- 

b-a  

tural d tal que d > - , de donde 
b - a  

y tarnbibn 

si z = parte entera de d a .  



n 
Sea q = - , con n = z + l. Entonces q es un número racional y cumple a < q < b 

d 
pues: 

( pues d a  < z + 1, por (2)) 

( pues z I da, por (2) ) 

(por (1) 

PROBLEMA 8. Sea X un conjunto de números y S E R. 

Robar  que si a es una cota superior de X y a E X , entonces a = supremo de X. 

SOLUCION. El número a cumple SUPl pues es una cota superior de X y tambibn 
SUP2, ya que si 

x S t para todo x de X 

en particular para x = a E X se tiene a l t .  

PROBLEMA 9. Hallar el supremo (si existe) de cada uno de los siguientes conjuntos de 
números 
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SOLUCION. 

1 Se comprueba inmediatamente que 4 cumple SUPl y SUP2 respecto del con- 
junto A; luego supremo A = 4 

2) Vemos que 1 - '2 < 1 de modo que B es acotado superiormente y existe S = 
n 

supremo de B. 
1 

Por SUP2 se tiene S 5 l. Y por SUPl 1 - 5 S , para todo n. Tomando lí- 
n 

mites cuando n -+ m resulta 15 S . 
Luego, S = 1 es el supremo de B. 

OTRA SOLUCION 
Probaremos que 1 es el supremo de B comprobando directamente que ademhs de 
SUPl el número 1 satisface SUP2'. .. 
En efecto, si c > O es dado, por la propiedad arquimediana podemos encontrar un 

1 1 2 1  1 
enteropositivo n  talque - < n ;  luego - < n  , y<&, 1-E< l-,il 

c E n n 
y se cumple SUP2'. 

Por lo tanto, 1 es el supremo de B. 

2 3) De n - 5n = n (n - 5 )  > n , si n 2 6 ,  vemos que los valores de estos números 
crecen cuando n. lo hace; por lo tanto el conjunto C no debe ser acotado supe- 
riormente (en particular, no puede tener supremo). Formalmente demostraremos 
que C no tiene supremo; por el absurdo, supongamos que existe S = supremo de 
C; luego por SUP1 se tiene 

2 n - 5 n I ; s ,  paratodo n 

y por la desigualdad establecida n < S, si n 2 6.  (1) 

Sin embargo, por la propiedad arquimediana podemos encontrar un entero n tal 
que n > S y n 2 6 ,  10 que contradice a (1). 

Concluimos entonces que B no tiene supremo. 

4) Probaremos que 5  = supremo de D 

Por definición del conjunto D, 5  cumple SUPl. Y también satisface SUP2'. Si 
1 1 

E > O es dado y elejimos un entero n tal que n > - , o O < - E entonces 
E n 

1 
x = 5 - -  cumple 0 c x e 5 ,  osea X E D ,  y 5 - E < X .  

n 



5 )  sen (. 5 )  toma el valor 0 si n es par y (-I)" , si n = 2m + 1; luego el 

conjunto E es { - &O, 1 } y 1 = supremo de E. 

6)  La definición de F implica que no es acotado superiormente; por lo tanto no tiene 
qupremo. 

PROBLEMA 10. Probar que existe el número 

S = supremode A = { X E R  / x2 < 3 }  

SOLUCION. A es no vacío ( 1 es elemento de X ), y 2 es una cota superior de A pues 
si x2 < 3 entonces lx12 < 22,  de donde 1x1 < 2 y x < 2.  

Luego, existe S = supremo de A y cumple la desigualdad 1 5 S 5 2 ,  por SUP1, 
SUP2 y las observaciones anteriores. 

Vamos a demostrar que s2 = 3, esto es s = a. 

1 
Para cada n~ 1 aplicamos SUP2' con E = -  y encontramos xn en A tal que 

1 
s - - c x, ; luego 

(pues xn E A )  

1 1 
Por otra parte para todo n 2 1 se tiene S + - > S y por 9UPl S + - no pertenece al 

n n 

coqjunto A, esto es 3 S + - ; y haciendo n + 00 resulta 3 S s2. [ :r 
Luego s2 13. 
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Método 2 

Probaremos que no pueden ocurrir las desigualdades s2 < 3 o s2 > 3 .  

Si s2 < 3 podernos encontrar O < t: < 1 tal que ( S  + c12 < 2 (1) 

En efecto, la desigualdad es equivalente a s2 + 2 sc + c2 < 3 
2 y puesto que el primer miembro es menor que S + 2 S a + c (pues E' S E ) bastara 

que este numero sea menor que 3 
2 

2 3 - S  o ( 2 s + l ) &  < 3-9 , estoes E < -; 
2 s + 1  

m 3-S"  
luego, si hacemos c = - , con m = menor de 1 y - , entonces son ciertas (2 )  y 

2 2 s - 1  
(U. 

De la desigualdad (1) se sigue que S + c es un elemento de X y por S U P l  se debe 
tener S + c 5 S ,  una contradicción. Luego, es imposible que s2 < 3 . 
Si s2 > 3 ,  procediendo como en el caso anterior, podemos encontrar O < t: < S tal que 

En efecto, de 2 2 s 2 - S S & + &  > S - S S &  

2 
2 S - 3  serdsuficienteque S - 2 s e > 3 ,  o E<-  ; luego (3 )  se cumple si E es 

2s  
n 

m S" - 3  
igual a - , con m = menor de S y - . Sin embargo, por SUP2', para E , exis- 

2 2s  

te un x en A tal que S - 8 < x ; luego ( S  - E ) ~  < x 2  < 3 ,  en contradicci6n con (31, 

y por consiguiente, tampoco es cierto que s2 > 3. 

En conclusión, se debe cumplir s2 = 3. 

PROBLEMA 1 1. Encontrar el supremo de los siguientes conjuntos 

2) B = { -&- / cualquier x 1 



SOLUCION. 

x - 1  1 - 1+- 1) Sea f(x) = -  - 
x - 2  x - 2  

Notamos que el valor f(x) crece indefinidamente si x > 2 se acerca a 2 y por lo 
tanto el conjunto ser6 no acotado. En efecto, dado K > O siempre podemos 
encontrar un x > 2 tal que 

por ejemplo x = 3 + 2 , y por lo tanto f ( x )  > K . 
K 

Luego A no tiene supremo. 

1 2 
2) Si f (x) = - , entonces 1 = f (0) 2 f (x) , para todo x, pues 1 5 1 + x , Y 

1 + x 2  
por lo tanto 1 E B y también es una cota superior de B, lo cual implica 

1 = supremo de B. 

1 
S) Sea b = sen(a) ; de O S a < n  se sigue que O < b < l  y por lo tanto b 2 b n ,  

para n = 1,2,3, ... ; luego b E C y es una cota superior de C y por consiguiente 
b = supremo de C. 

PROBLEMA 12. Se dice que una funci6n f (x), x en X, es acotada superiormente si 
existe c e R tal que f (x) c para todo x en X; en este caso existe supremo 

{ f (x) / x en X } y se designa por sup f .  
X 

1) Si f(x) S g(x) , para todo x, y g(x) es acotada superiormente, probar que 
SUP f 5 SUP g 
X X 

2) Si f (x) y g(x)  son acotadas superiormente y (f + g)(x) = f (x) + g(x) , probar 

3) Si f (x) es acotada superiormente y c E IR, probar que 

s u p ( f + c )  = sup f + c  
X X 

endonde (f  +c)(x)  = f (x )+c  
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1) Sean A = { f ( x )  / x e n X }  Y B = { g ( x ) / x  en X }  

Por SUPl el número S' = sup g = supremo de B cumple 
X 

g ( x )  S S' , para todo x  en X 

y de f ( x )  S g ( x )  resulta f ( x )  l S'. 

de donde A tiene supremo S = sup f y cumple S I S',  por SUP2 para S; 

X 

luego sup f < sup g  . 
X X 

2) Sean S = sup f y S' = sup g ; luego para todo x en X se tiene f ( x )  S S 

X X 

y g ( x )  S S ' ,  f ( x )  + g ( x )  < S + S' de modo que el conjunto 

es acotado superiormente por S + S' y si S" = sup (f + g )  entonces S" < S + S' ,  
X 

por SUP2 para S". 

Así, 

3) Sea S = sup f . Entonces 
X 

SUPl Si f ( x )  < S para todo x  en X 

Y SUP2 si f ( x )  2 t para todo x  en X, entonces S 5 t 

de donde S + c cumple 

f ( x )  + c  < S + c para todo x  en X 

y si f ( x )  + c < t ' para todo x en X, entonces f ( x )  < t ' - c  y por SUP2, 

esto es, S + c es el supremo del conjunto { (f  + c )  ( x )  / x  en X} y por 10 tan- 



12.6 CONVERGENCIA DE SUCESIONES NUMERICAS 

Utilizando el axioma del supremo se establece el criterio de convergencia de las suce- 
siones monótonas acotadas, el criterio de Cauchy y la existencia de subsucesiones con- 
vergentes de sucesiones acotadas. (Ver capítulo 0)  

12.6.1 CRITERIO DE LAS SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS 

Si (a, ) es una subsucesión tal que a, S a,,, 5 C , para todo n, y un determinado 

C, entonces (a,) es convergente y ai 5 lim a, S C, para todo k. 
n+ao 

De igual modo, si a, 2 2 B , para todo n, entonces 

a, 2 lim a, 2 B, para todo k. 
n+ao 

PRUEBA Supongamos que se cumple a, S a,,, 5 C , para todo n. 

Sea X el conjunto formado por los términos de la sucesión, esto es X = ( a, / n > O }. 
X es no vacio y acotado superiormente por C; luego por el axioma del supremo existe 
L = supremo de X. Probaremos que L es el límite de (a,). 

Sea dado E > O .  Por SUP2' existe a% tal que L - E < ano (1) 

Entonces si n 2 no tenemos: 

estoes l l - a , ( <  E ,  cuando "'no 

lo que significa L = lim a, 
n+oO 

[ pues a% S a, 1 
[ por SUP1 ] 

Además es cierto que a, L 5 C , por SUPl y SUP2. 



El Axioma del Supremo y sus Aplicaciones 535 

12.6.2 SUBSUCESIONES CONVERGENTES DE SUCESIONES ACOTADAS 

Si (a,)  es una sucesión de números tal que c < a, < d  para todo n, entonces existe 

una colección de subtndices enteros 1 S n, < n, < . . . < n, < . . . tal que si xk = ank , 
entonces la sucesión (x , )  es convergente. 

Nota. Se dice que (a,,) es una subsucesión convergente de (a,). 

Si L = lim ank , por definición se cumple: 
k+w 

Para todo E > O ,  existe un entero N tal que k 2 N implica L - ank < E . I I 
Observemos además que c < L 5 d y n, 2 k , para todo k. 

PRUEBA 

Para cada n sea X,, = { a, / k 2 n ) , esto es, X, consiste de los términos a, , 
a,, , ... , cuyos subtndices son mayores o iguales a n. 

Es claro que los X, son no vacíos y acotados inferiormente (c es una cota inferior) y 
por lo tanto existe i, = infimo de X, . 

Puesto que X,,, es parte de X, , se tiene i, 5 i,,, lo que muestra que (i,) es 
una sucesión monótona creciente. Además c i, S d , para todo n; en efecto, 

c < i, por INFl para i, y i, < a, d 

En particular (4) es acotada superiormente y por el criterio de las sucesiones monb 
tonas acotadas existe L = lim i, que cumple a, S i, S L S d ,  para todo n, y en 

n+w 

particular c 5 L 5 d .  

Probaremos que L satisface la siguiente propiedad: 

Para todo E y entero n 2 O, existe un C > n tal que 

En efecto, de L = lim i, , para E > O existe N tal que L - iN < E , L - E < iN , y 
n+m 

como iN < i, , para todo m 2 N ,  podemos suponer que N > n,  y por lo tanto tene- 
mos un entero N > n , tal que 



En forma similar, de iN = ínfimo de { a, , a,,, , . . . } 

por INFl e INF2' existe un ak , k 1 N,  tal que 

iN 5 ak I iN + E 

Luego L-e < iN [ por (2) 1 

< a k  < i N  + E  [ por (3) 1 

5 L + e  [ por (2) 1 

esto es 1 L -ak 1 < e , para algún k 2 N > n,  lo que prueba (1). 

Ahora procedemos a encontrar una sucesión de subíndices 

1 
1 n S n, 5 . talesque IL-a,,I < (4) 

Aplicando (1) con E = 1 y n = 1, elegirnos n, = k > 1 tal que 1 L - a,, 1 < l .  
1 

Suponiendo que ya se hallaron 1 < n, < n, < . . . < n, , aplicamos (1) con E = - 
p + l  

y n = np y podemos elegir 

lo que completa el proceso de inducción y establece (4). 

De (4) se sigue L = lim a,k . 
k+w 

12.6.3 CRITERIO DE CAUCHY 

( an )  es convergente si y s610 si satisface el criterio de Cauchy: Para todo E > O, existe 

un entero N, que depende de E , tal que ei m y n 2 N entonces 1 a, - a, 1 < E . 

PRUEBA. Supongamos que (a,) es convergente y que su límite es L. Probaremos que 

se cumple el criterio de Cauchy: Dado c > O, sea N tal que si n 2 N entonces 
I L - u , ~  < 4 2 ;  luegosi m y n 2 N setiene 

Recíprocamente, si (a, ,)  satisface el criterio de Cauchy demostraremos que es conver- 

gente. 
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Primero probaremos que (a , )  tiene una subsucesión convergente, lo que, por el pro- 

blema anterior, serA cierto si (a , )  es acotada. 

La propiedad asumida puede expresarse en la forma: 

Dado E > O ,  existe N tal que si m y n 2 N entonces 

a , - &  < a, < a , + &  

En particular, si m = N, se tiene 

a, - C  < a, < a ,  + c  

para todo n 2 N ,  y si hacemos 

c = menor delosnumeros a, - c  , al - c  , ... , aN - E  

d = mayor de los números a, + E , al + E , ... , aN + E 

entonces c < a, S d ,  para todo n 2 0, y por lo tanto la sucesión es acotada. 

Elijamos luego una subsucesión convergente (a,,) y sea L su limite. Demostraremos 

que L tarnbien es el limite de (a,). 

Sea dado s > O y elijamos N tal que si m y n 2 N entonces 

lam -un 1 < ~ 1 2  

y de L = lim a,, , existe M tal que si k 2 M entonces 
&+m 

en particular si P  = nk , con k  = mayor de los números N y M, se tiene 
P = n k 2 k 2 N  y k 2 M ;  luego 

lap-a,1  < ~ 1 2 ,  paratodo n 2 P  

I L - u , ~  < c/2 

dedonde I L - u , ~  S l ~ - a , l  + lap-a,I < E .  

para todo n 2 P. 

Por lo tanto, L = lim a, 
n.+m 



Nota. El hecho que las sucesiones que satisfacen el criterio de Cauchy posean límites 
en R es en verdad una consecuencia del axioma del supremo. En efecto, la implicación 
e, sdlo si, se dedujo usando 12.6.2 ( e 12.6.1 e axioma del supremo). 

12.7 APLICACIONES A LAS FUNCIONES CONTINUAS 

En esta sección demostraremos que las propiedades fundamentales de las funciones 
continuas (Ver 7.7, CAP7) se deducen del axioma del supremo. Puesto que las aplica- 
ciones de tales propiedades han sido desarrolladas antes, la exposición tiene un carác- 
ter teórico. 

La siguiente propiedad será utilizada frecuentemente: 

12.7.1 Sea f (x )  una función continua en [a, b] . Entonces para toda sucesión conver- 

gente (a,) de números an en [a, b] se cumple .\ 
lirn a, = lim f (a,) 1 n+a 

PRUEBA. Sea L = lim a, ; notemos que L  €[a ,  b] , pues a < a, < b . 
n+ao 

Dado E > O ,  por la continuidad de f en L existe S > 0 tal que 1 L - x  1 < S, x  en 

[a,  b], implica 1 f ( L )  - f ( x )  ( < E ; y puesto que L  es el límite de (a,) ,  para S > O 

existe N tal que 

si n 2 N entonces 1 L - a, 1 < 6 ; 

luego, n z N  implica 1 f (L ) - f (a , ) l .<  E , y f ( L )  = lim f ( a , ) .  
n+m 

12.7.2 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 

Sea f ( x )  una funci6n continua en el intervalo cerrado [a, b]. Para todo valor y* en- 

tre f ( a )  y f (b) ,  inclusive, existe x* en [a, b] tal que y * = f ( x *  ). 

PRUEBA. 

Caso 1. f (a) 5 f (b) 

Sea y* tal que f (a)  3: y* f (6). 
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Si y* = f ( a )  o y* = f (b) ,  entonces se cumple el resultado con x* = a o x* = b , 
respectivamente. Luego podemos suponer que y* es distinto de f ( a )  y f (6)  y por lo 
tanto que 

Sea x = { X  / f ( x ) < ~ * ,  x en [ a , b ] }  

Entonces X es no vacio, pues a E X  por (l), y acotado superiormente por b. Por el 
axioma del supremo existe x* en R tal que x* = supremo de X. 

Es inmediato que x* ~ [ a ,  b] . En efecto, a 5 x*, por SUP1, y x* < b ,  por SUP2. 

Demostraremos que y* = f (x*) . 

Aplicando SUP2' sucesivamente con c = i / n  , n 2 1 , podemos hallar a, en X tal 
* 1 que x -- < a, S x*. 

n  

Luego, x* = lim a,, y f (x*) = lim f (an)  < y*, pues q en X; asi f (x*) S y*. 
n -+w n -+'c 

Como y* < f ( b )  se debe tener x* < b y si N > l / (b - x*) , í /N < b - x*, 

V n < b - x * ,  paratodo n > N .  Sea x n = x * + l / n ,  n > N ;  luego x*<x ,<b  y x,, 

no pertenece a X, o sea f(x,) > y* y de x* = lim xn se tiene ahora 
n-+?r> 

esto es f (x*) > y*. 

Y queda demostrado que f (x*) = y*. 

Caso 2. f (a) > f (b)  

Sea y* tal que f ( a )  2 y* 2 f (b) . 

Definimos la función g(x)  = - f ( x )  , x E [a, b] . 

Entonces g es continua y g(a) 2 - Y* 2 g(b). 

Por el caso 1, existe x* en [a, b] tal que -y* = g(x*),  de donde y* = f (x*) .  



12.7.3 TEOREMA DE LOS VALORES MAXIMO Y MlNlMO 

Si f ( x )  es una función continua en el intervalo [a ,  b ] ,  entonces existen x, y x,  en 
[ a ,  b] tales que 

f  (xo) S f  ( x )  S f ( x , )  para todo x en [a ,  b]  

esto es, m = f (q) = valor minimo de f 

Y M = f (x , )  .= valor mmlximo de f 

En particular f ( x )  es una funci6n acotada: 1 f ( x )  1 S C para todo x en [ a ,  b ] ,  si 

C = mayor de los números 1 MI y Jml . 

PRUEBA. Primero demostraremos que el teorema se cumple para funciones acotadas. 

Si f ( x )  es acotada entonces el conjunto Y = { f ( x )  / x en [ a ,  b] } , formado por los 

valores de f ( x ) ,  es acotado superiormente (e inferiormente). Luego existe M = su- 
premo de Y, esto es M satisface 

S U P l  y r M ,  para todo y = f ( x )  

Y SUP2' para todo e > O se tiene M - e < y S M ,  en algún y de Y 

Para cada n 2 1 por SUPB', para E = í,/n , podemos hallar y, en Y tal que 

Puesto que y, E Y elegimos a ,  en [a, b] tal que Y, = f (a,) , y asi 

para todo n 2 1. 

Por 12.6.2 (la sucesión (a , )  es acotada), existe una subsucesión ( a n p )  que converge 

a algún x* en [a ,  b] , esto es 

x* = lim a, 
p-bw p 

Ahora probaremos que M = f (x* ) ,  y por lo tanto que f ( x * )  es en verdad el valor 

mdximo de f ( x )  en [a, b] . 
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Usando 12.7.1 se tiene 

Y de (1) tambidn M = lim f (anp) pues 
1 1  

P-'W 

Asi, M = f (x*) y x, = x* da el valor máximo de f 

Para probar que existe el valor mínimo de f ,  aplicamos la parte anterior a la función 
g(x) = - f(x), que tambidn es continua, y encontramos un x, en [a, b] tal que 

g(xo) = máximo de g, o sea para todo- x en [a, b] se cumple 

y por lo tanto m = f(xo) = minimo de f en [a, b] . 

Ahora demostraremos el teorema para el caso general, esto es no asumimos que f(x) 
sea acotada. 

Consideremos la función g(x) = , x e n [ a , b ]  
1 + f (x12 

Entonces g(x) es continua, pues f(x) lo es, y es acotada ya que O < g(x) S 1, para 

todo x en [a, b] . Por el caso tratado para las funciones acotadas existe x* en [a, b] 

tal que g(x*) es el valor mínimo de g(x), esto es 

g ( ~ * )  5 g(x) para todo x en [a, b] 

dedonde f )  S ( x 2 ,  If(x)l i C ,  con C = 1 f (x*) 1 , y por lo tanto f (x) 

tambien es acotada. Y aplicando otra vez el caso de las funciones acotadas concluimos 
que f (x) toma SUS valores máximo y mínimo en [a, b]. 

12.7.4 TEOREMA DE CONiiNUlDAD UNIFORME 

Si f (x) es una funcidn continua en [a, b] entonces f ( x )  es uniformemente continua 
en dicho intervalo, esto es, para todo E > O existe 6 > 0 ,  que sólo depende de E , tal 
que 

PRUEBA. Supongamos que la conclusión es falsa y probemos que esto conduce a una 
contradicción. 



Que la conclusión sea falsa significa que existe un E > O tal que para todo 6 > 0 hay 
un par de números x, y en [a, b], que dependen de S , tal que 1 x  - y 1 < S y 

I f ( x ) - f ( y ) l  2 E 

En particular, para 6 = i /n , n 2 1 , existen x,, , yn en [a, b] tales que 

Puesto que los elementos de la sucesión ( x , )  se encuentran en el intervalo [a, b] 

existe una subsucesión convergente ( x n p )  con limite L en [a, b]. 

Sean x, = x, , y; = ynp . Tenemos L = lim x; y por (1) 
P-'* 

Luego lim (y; - x,) = O , y de y; = x; + - x ; )  también se sigue lim y; = L . 
P+* p+m 

Puesto que f ( x )  es continua en L aplicamos 12.7.1 a las dos sucesiones y obtene- 
mos 

y por lo tanto para el valor dado de E existe p tal que 1 f (xp  ) - f (y , )  1 < E ,  en con- 

tradicción con (2). 

Por consiguiente, la funci6n f ( x )  es uniformemente continua en [a, 61. 
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